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DEUXIEME PARTIE, 


CHAPITRE PREMIER. 

COMPl.ÉME.NT DES ÉLÉMENTS D’ALUÉIiltE. 


NOTIONS SLR LES NOMBRES INCOMMENSURABLES. 


Définition. 

1 . Lorsqu’on vont mesurer luie grandeur, on cl)erclie 
une commune me.sure entre cette grandeur et l’unité. Si, 
par exemple , la commune mesure est contenue 7 fois dans 
l’unité et 4 fois dans la grandeur que l’on veut mesurer, 
cette grandeur, étant égale à 4 fois la septième partie de , 
l’unité, sera représentée par la fraction 

Mais il arrive quelquefois que la grandeur et l’unité n’ad- 
mettent pas de commune mesure, c’est-à-dire qu’il n’existe 
pas de grandeur, si petite qu’elle soit, contenue exac- 
tement dans la grandeur et runité. Dans ce cas, 011 dit 
que la grandeur est inconimensiiralile , et, comme il estim- 

t 
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possible de la mesurer exaclenieiit , on se borne à une éva- 
luation approximative. Imaginons l’unilé partagée en un 
grand nombre de parties égales, par exemple, en nulle 
parties égales, et clierclions combien la grandeur à mesu- 
rer contient de ces parties; elle en contient, je suppose, 
728, plus un reste plus petit (jue l’une des parties ; la gran- 
deur à mesurer, étant plus grande que 7^’^, mais plus pe- 
tite qiie ^^ra représentée par l’une ou l’autie de ces 
deux fractions, avec une erreur moindre que i imllième. 

Si l’on avait partagé l’unité eu un million de parties 
égales, on aurait obtenu la mesure de la grandeur avec 
une erreur moindre que 1 millionième. 

Le nombre fractionnaire .pii mesure une grandeur incom- 
mensurable, avec une approximation aussi grande qu’on 
veut, s’appelle un nombre incommensurable. 

2 . Les racines des ([uantités qui ne sont pas imissances 
parfaites, donnent aussi naissance à des nombres incom- 
mensurables. Apiielons A un nombre entier non iiuissance 
ti' parfaite , et plus généralement une fraction ordinaire ir- 
réductible dont les termes ne sont pas des puis.'^ances n" 

parfaites je dis qu’il n’existe pas de nombre fractionnaire ^ 

qui, élevé à la «'puissance, reproduise exactement \. Rn 

effet, la «' puissance de la fraction - est comme on 

* lient "supposer la fraction ^ irréductible, c’est-à-dire les 

deux nombres a et b premiers entre eux , les deux puis- 
sances 0“ et b" seront aussi premières entre elles et la frac- 
tion 2 l irréductible. On voit d’abord que cette fraction 
irréductible ne peut être égale à un nombre entier A. Klle 
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ne peut non plus t^gale à une fraction irréductible dont 
les termes ne sont pas des ()ui8sances parfaites; car deux 
IVactions irréductibles ne sont égales que si elles ont leurs 
deux termes égaux lespectivement ; lu fraction proposée 
aurait ainsi ses deux termes puissances parfaites, ce qui est 
contraire à l’iiypothèse. 

Mais on peut trouver des nombres fractionnaires ^ et 

fl “t" 1 

— ^ — , qui ne dilfèreut entre eux que d’une quantité aussi 

|)Clite cju’on veut ÿ { b étant très-grand ) , et dont les 

»" puissances comprennent A. Écrivons en elfet la quantité 
proposée A sous la forme 

AX6" 
b" ’ 

et désignons par a le plus grand nombre entier dont la 
n' puissance soit contenue dans A x i"; la quantité A x b" 

étant comprist! entre a” et (o -f i)", lu quantité — — 
ou A sera évidemment comprise entre 



(lliacun de ces nombres fractionnaires v et , dont la 

b II 

dill'érence est aussi petite qu’on veut, et dont les puissances 
comprennent la quantité proposée A, est ce que l’on ap- 
pelle la racine approchée de A; on la désigne par le sjm- 

bole V A. 

Il esl aisé de voir que ce nombre fractionnaire - ou - 

b b 
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représente, avec une approximation aussi grande qu’on 
veut, une certaine grandem’ incommensurable. Considé- 
rons en effet, d’une part, les nombres dont les n" puis- 
sances sont inférieures à A; d’autre part, ceux dont les 
puissances sont supérieures à A , et imaginons les deux sé- 
ries de grandeurs commensurables de même espèce repré- 
sentées par ces nombres. Les grandeurs de la preniièi e sé- 
rie sont plus petites que celles de la seconde ; la différence 

^ entre une grandeur | de la première série et une gran- 


deur — 


t • 

b 


de la seconde série peut être rendue aussi 


petite qu’on veut. On conçoit donc qu’entre ces deux 
.séi ies de grandeurs commensurables , il existe une gran- 
deur incommensurable unique et détenninée qui en est 
1a limite commune; c’est cette grandeur incommensu- 


rable que représente le symbole V A. 


3. On a vu, en géométrie, plusieurs exemples de gran- 
deurs incommensurables. Ainsi, on a démontré que la' dia- 
gonale d’un carré est incommensurable par raj)port au côté 
pris pour unité : elle est représentée par le symbole y 2 . De 
même la circonférence d’im cercle est incommensurable 
par rapport au diamètre pris pour unité ; mais le nombre 
incommensurable qui mesure la circonférence ne peut, 
comme le précédent, être obtenu par des extractions de 
racines ; on le désigne par la lettre 


Calcul des nombres incommensurables. 


h. I.e calcul des nombres incommensurables n’offre au- 
cune dWIiciilté. l.es nombres incoTninensnral)les n’étant 
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autre cliose que des nombres fractionnaires approchés , 
il est clair que les opérations portent sur ces nombres 
fractionnaires ; le résultat sera lui-même un nombre frac- 
tionnaire approché, qui représentera, avec une erreur 
infmimeut petite, une grandeur déterminée, en général 
incommensurable. 

Addition. Supposons d’abord qu’il s’agisse d’additionner 
deux nombres incommensurables. Si l’on prend les deux 
nombres par défaut, puis par excès, on a une première 
somme plus petite que la seconde; d’ailleurs ces deux 
sommes dilTèreut entre elles aussi peu (pi’ou veut ; dfinc 
elles comprennent une grandeur déterminée qTi’ellcs repré- 
sentent avec une aj)proximation indéfinie. Cette grandeur 
est la somme des deux grandeurs incommensurables repré- 
sentées par les nombres incommensurables proposés. 

Soustraction. Il en est de même de la soustraction : si 
l’on prend le plus grand nombre par défaut, le second par 
excès, ou réciproquement le premier par excès, le secoml 
par défaut, on a une première dilférence plus petite que la 
seconde, et ces deux dilfércnces dilTèreut entre elles d’une 
quantité aussi jietite qu’on veut ; donc elles comprennent 
une grandeur quelles représentent avec une approximation 
indéfinie. Cette grandeur est la dilTércnce des grandeurs 
incommensimables que représentent les deux nombrt's in- 
commensurables proposés. 

Multiplication. Soit à faire le produit de deux nombres 
incommensurables; par exemple Si l’on prend 

les deux nonihi'os fractionnaires a])prochés par défaut, puis 
par excès, on a un premier produit plus petit que le se- 
cond; d’ailleurs ces deux produits dillèrent entre eux d’une 
(juantité aussi petite qu’on veut; donc ils comprennent une 
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grandeur qu’ils ^présentent avec une approximation in- 
définie. 

11 est clair que le produit de plusieurs nombres incom- 
mensurables ne change pas cpiand on intervertit l’ordre 
des facteurs; car le produit des nombres fractiopnaires 
approchés ne change jias. Ce théorème fondamental étendu 
aux nombres incommensurables, toutes ses conséquences 
le sont par là même; ainsi on peut grouper deux fac- 
teurs en un seid , déconqtoser au contraire un facteur en 
deux , etc. 

Diviition. Si l’on prend le dividende par défaut, le di- 
viseur par excès , ou réciproquement le dividende par 
excès, le diviseur par défaut, le premier quotient sera 
plus petit que le second , et comme leur différence est in- 
(iniment petite, ils comprennent entre eux une grandeur 
déterminée qu’ils représentent avec une approximation 
indéfinie. 

Les propriétés des fractions algébriques (voir la I" jiar- 
tie, n*’ 72 et 7.1), et en général toutes les règles de calcul 
algébrique, subsistent évidemment quand les lettres dé- 
signent des nombres incommen.surable,s. 

DIVISION DES POLYNÔMES. 

(Jette question a été traitée avec tous les développements 
nécessaires dans la première pai tie de l’algèbre du n® 6.â 
au n° 70. 11 est inutile d’y revenir. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU 1" DEGRÉ 
A PLUSIEURS INCONNUES. 

(ht (tévelopifm les cainth relatifs nu cas de deux équa- 
tions et à celui de trois équations. On fera connaître la règle 
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générale pour former le dénominateur commun et pour en 
déduire les numérateurs. — Discussion complète des formules 
propres au cas de deux équations. 

Nous avons expos*': clans la |neinière jiartie de l’alj'èbre 
*(n“’H7, 118, 110) la résolution de deux équations géné- 
rales du premier degré à deiLX inconnues, et nous avons 
discuté en détail (n°‘ 120 et 121) les rorniules trouvées. Nous 
allons opérer la résolution de trois équations générales à. 
trois inconnues, puis nous dirons comment on obtient les 
formules relatives à n équations générales du premier degré 
à « inconnues. 

Résolution de trois équations générales du premier degré 
à trois inconnues. 

« 

5. Trois équations de premier degré à trois inconnues 
petivent toujours être mises sous la forme 

(1 ) ax loj cz — d , 

(2) a'x -f- h' g -\-c'z = d' , 

(3) a’’x + b"y+c"z—d". 

Nous résoudrons ces trois écjuations par une -méthode 
plus rapide et plus élégante que la méthode de substitution. 
Multiplions les deux premières équations par deux quantités 
indéterminées m et n; ajoutons ces deux équations et re- 
tranchons la troisième , nous aurons 

(ti) (a»n-|-a'n — -f- (lun -|- — b ')y 

(cm c'n — c")z = dm -|- d’n — d". 

Les deux multiplicateurs m et n étant arbitraires, on 
peut en disposer de manière à annuler deux des coeflicieuts 
de l’écpiation (â), par exemple les coefficients de y et de x. 
Posons donc 


.♦ -■ 
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6m -j- b'n = 6" , 
cm -f- c'n — e " , 

(4) devient 

(am + a'n — a")x = dm~{-d'n — d" , 
dm + d'n — d" 

X = . 

am -f- a'n — a" 

Des deux équations (5) et (6) , résolues au moyen des 
formules générales, on déduit 

db" — 6'c" 6c" — cb" 

= ” = lTi cri 

bc — cb bc — cb 

en substituant ces valeurs dans la fonnule (7), et multi- 
pliant le numérateur et le dénominateur par bc' — cb', on a 

_ d(db "— b'c ") -f d'jb c" — c6") — d'( bc'—ch' ) 

^ a{c'b" — 6'c") -|-a'(6c" — cb") — a"{bd — c6')‘ 

Changeons les signes du numérateur et du dénominateur, 
la valeur de x s’écrit 

di 6'c" — c'6") -f d'(c6" — 6c") -1- d"(6c' — cb'} 

a(6'c" — f ’6") -|- a'[cb" — 6c") -f a"(6c' — cb')’ 

et , en développant les calculs , 

db'c" — dc'b"-\-cd'b" — bd'c"-\-bc'd" — cb'd" 

(8) X ^ 

6. Remarque I. On ])ourrait calculer de la même ma-^ 
nièrc les valeurs de y et de r. Mais il est plus simple de les 
déduire de celle de x par des considérations de symétrie. 
Sur un cercle, et aux sommets d’un triangle équilatéral 
inscrit, plaçons les trois lettres oc, y, z, ainsi que les trois 
lettres a, b, c; imaginons ensuite que le cercle tourne au- 


(•>) 

( 6 ) 

l’équation 

d’où 

(7) 
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tour de son centre dans un sens convenable d’un tiers de 
circonférence, la lettre y prendra la place de æ, CAdlc . 
de y, X celle de z; de même les lettres h, c, a, prendront 
la place des lettres a, b,c. Ce cliangemeut dans l’ordre des 
lettres s’appelle une permulalion circulaire. 

Si l’on opère une semblable permutation sur les équa- 
tions proposées, elles deviennent 

by cz ajT = d , 

' b'y c'z a'x = d' , 
b" y -}- c"z -j- a"x = d" , 

et ne changent pas; les valeurs des inconnues restent donc 
les mêmes. Or, si l’on effectue la permutation circulaire sur 
la valeur de x trouvée précédemment, on obtient 

de' al' — da'c"-j- ndc " — cd!à'~\- ea'd " — ae'd" 

^ ^ bc'a" — ba'c"^^ ab'c" — cb'a”-{-ca'b" — ae'b"’ 

Cette valeur de y satisfait au second système d’équations et 
par consé(|uent au système proposé. 

Si l’on effectue sur le second système d’équations une 
nouvelle perii|utalion circulaire, le système ne change jias, 
et la valeur de y devient 

__da'b"—db'a"+bd'a"—ad'b"-\-ab'd"—ba'd" 

~ co'F'— c6'a"+^"^c'6"+ ab'c"— ba'd'' 

En permutant une troisième fois, on retrouverait la var 
leur de x et ainsi de suite. 

7. Remarque 11. A l’inspection des formules (8) , (9) 
et (lO), on reconnaît que le dénominateur est le même; , 
l’ordre des termes seulement a été cliangé. On voit aussi 
que le numérateur de x se déduit du dénominateur, en y 
remi)laçant les coefltcienls a, a', a" de l’inconnue x par les 
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seconds membres d,d',d". Les numérateurs de t/ et z 
' vs’ obtiennent de la même manière. Il suffit donc de savoir 
trouver le dénominateur. 

Nous avons formé le dénominateur pour deux inconnues, 
en écrivant les deux permutations 

ab , — ba 

des deiLx lettres a et 6, et affectant la seconde du signe — . 
Dans chacune de ces permutations, mettons la troisième 
lettre c à toutes les places, à la fin, au milieu et au com- 
mencement, et alternons les signes, nous obtiendrous les 
deux groupes ' 

(ibe — arb b rah , 

— bac-j-bra — cba. 

Le premier tenue de chaque groupe a le signe du terme qui 
l’a fourni. 

' ÉerÎTOns ces deux groupes l’un à la suite de l’autre, et 
dans chaque terme alfectons la seconde lettre d’un accent, 
la troisième de deux accents, nous aurons ainsi le dénomi- 
nateur commun . 

ab'c" — ae'b” -|- ca'h" — bàv" -j- 6c'«" — rb'a". 

H. Discussion. Le systè?ne de trois équations à trois in- 
connues ])résente les mêmes cas jirincipaux (fue le système 
de deux équations à deux inconnues. Reprenons les trois 
équations 

(1) or 4" bif cz=d , 

(2) o'a? + b'y -j- c'z = d' , 

(3) a"x b" y -j- c"z = d". 

Keartons le cas très-exceptionnel où les neuf coefficients 
des inconnues seraient nuis k la fois, ce qui donnerait i’im- 
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po.ssibilité ou riiuléteruiinalion al)solue, et supposons que 
l'un de ces coelTicients au moins, par exemple n, soit dilTé- 
rent de zéro. Nous pourrons résoudre la première écjuation 
par rapport :'i x et substituer dans les deux autres ; nou-s 
transl'ormons le système proposé en un système équivalent 


(M 

^5) 

( 6 ) 



[ah' — ba' 1 1/ -|- (ar — ca')z — ad' — dn' , 
(ab " — ba" jy {ac" — ca"jz=ud" — da". 


Si les quatre coelJicieiits des éopiations (5) et (tt) étaient 
nuis à la fois, il y aurait impossibilité, ou indétermination . 
c’est-à-flire réduction à une seule équation. Ce cas excep- 
tionnel écarté, nous supposerons que l’un de ces quatre 
coeHicients, par exemj)le ab' — bn', est diiïérent de zéro. 
Alors nous pouvons résoudre l’équation (5) par rapjmrt à y 
et substituer dans l’équation (d). Nous transformons , ainsi 
le second système en un système èapiivalent 


(à) 

(7) 

(«) 


V = 


d — bu — CS • 
x = , 

{ad' — da'i — (ac ' — ca'jz 
ab' — ba' ' 

Dz = A. 


Nous représentons par D le dénominateur des formules, et 
jiar A le numérateur île z. La discussion est ramenée encort^ 
à celle d’une équation à une inconnue. 

1® En général le dénominateur D n’est pas nul ; dans ce 
cas, l’équation (8) donne pour z une valeur finie et déter- 
minée, et l’on déduira des équations (7) et (A) pour y et x 
des valeurs finies et déterminées. Ainsi, quand le dèiiomi- 
mtleur D neul pas nul, le système des trois équations pro- 
posées admet une solution et n'en admet qu'une. 
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2° Si le dénomiiialeur D est nul sans que le numérateur 
A le soit, il y a impossibilité. Et ceci aura lieu de la même 
manière toutes les fois que, 1) étant nul, l’un des trois nu- 
mérateurs au moins n’est pas nul. 

3" Si le numérateur A- est nul en même temps que D, 
il y a indétermination. L’écpiation (8) devient une identité 
et les trois équations se réduisent à deux. 

liésolulion d’un nombre quelconque d'équations 
du premier degré. 

b. L'n système de n équations générales du premier de- 
gré à U inconnues peut être mis sous la forme suivante : 

a.T+ hij + cz gu hv = k , 

a'x -\-b'g-\-c'z . . . . . -|- g'u -f- h'v = K , 
a"x -I- h"y-\-'c"z + S"« -f- K'v = K', 


a'-' .... 

On appelle fonction alternée de plusieurs lettres une 
expression qui change de signe en conservant la même 
valeur numérique, quand on permute deux lettres. Le dé- 
nominateur 

ab' — ba’ , 

qui se rapporte à deux équations, est une fonction alternée 
des deux lettres a et b; car si on j)ermule ces deux lettres , 
il devient ba' — ab', et change de signe en conservant la 
même valeur numérique. De même le dénominateur trouvé 
pour trois écpiations 

nb'c " — uc'b"-\- ca'b ' — ba’c" -{• bc'a" — ch'a" , 
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est une fonction alternée des trois lettres a, b, c; car, si l’on 
permute deux quelconques de ces lettres, le polynôme 
change de .signe en consenant la même valem’ numé- 
rique. 

Les termes d’une fonction alternée se déduisent facile- 
ment du premier, en permutant les lettres deax à deux de 
toutes les manières possibles, et changeant le signe à 
chaque .permutation. En efl'et, si le polynôme contient le 
terme ab'c", il doit contenir aus.si le terme — ae'b" obtenu 
en permutant les deux lettres 6 et c, puisque le polynôme 
change de .signe par la permutation. De même le terme 
— ae'b" donne le terme +ca'6" par la permutation des 
deux lettres a et c, etc. 

Remarquons que, lonsque dans une fonction alternée on 
remplace une lettre par une autre , sans remplacer celle-ci 
par la première, l’expression devient nulle. Remplaçons, 
par exemple , a par b sans remplacer b par a; à uil terme 
rpielconque a6'c" correspond, comme nous r.avous dit, un 
terme — ba'c”, obtenu eu permutant les lettres a et b; or, 
si a est remplacé par b, ces termes deviennent égaux et 
de signes contraires ; ainsi les termes du polynôme se dé- 
truisent deux à deux. 

Considérons maintenant le polynôme alterné formé avec 

les n lettres a,b,c, 9, b, et ayant pour premier 

terme 

ab'c" , 

et représentons par D ce polynôme. Tous les tenues conte- 
nant la lettre a une fois et .seulement une fois, nous pour- 
rons ordonner ce polynôme par rapport à « , a', 

et l’écrire sous la forme 

D = Aa -f- A'a' A"a" • A‘"“' a "-" , 
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les quantités A , A', no contenant plus la lettre a , mai» 

les autres lettres b, c...... h. Nous savons que, si l’on rem- 
place la lettre « par l’une des autres lettres, le polynôme 
devient nul ; on a donc les relations 


&.b + K’b' + \"b" 

-p A'"-’> = O , 

Ac -(- AV + A"c" 

-f A'"-'> c'"'” = 0 , 


AA + A'A' -f- A“h" 

-f A'"-" A'"-'> = 0 , 

Céla posé , multiplions les équations proposées ; la pre- 

mière par A , la seconde par A' 

, la troisième par A", 

la dernière par A‘"~'' et ajoutons 

: le coeflicient de x sera 

le polynôme ü; les cocflicicnts des autres inconnues, d’a- 
près les relations précédentes , seront nuis ; on aura donc 

J)x = Ak + K’k' + A^k" . . 

. . . -1- Af^’> , 

d’oi'i 


_ _ Ak + A'k' + A"k" . . 

. . . -f A'" » 

\q, A rt -j- * . . 

. . . -t- A a'-'' 


Ce mode de résolution s’applique à l’une quelconque des 
inconnues. Ainsi, le dénominateur commun est le poly- 
nôme alterné Ibnné avec les lettres a, b, c, ÿ, /i, poly- 

nôme que nous avons représenté par l); le numérateur de 
chaque inconiiiie s’obtient en reuiplaçiinf dans le dénomi- 
nateur les coellicients de cette inconnue par les seconds 
membres. 

10. Remarque. Le dénominateur commun se compose 
d’un certain nombre de termes qui sont les penuutatlous 

que l’on ])eut faire avec les lettres a, h, c, k, servant de 

coellicients aus inconnues. Ainsi, pour trois inconnues, le 
dénominateur contient six tenues, les six permutations «les 
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trois lettres a, b, c, et nous avons appris (n° 7) k former 
ce dénominateur au moyen des pernnit;Uions de deuv 
lettres. 

De même pour quatre inconnues, le dénominateur con- 
tiendra 24 tenues, les permutations des quatre lettres a, 
b, c, d. On le formera, au moyen du précédent, en mettant 
dans chacun des termes la lettre d k toutes les places de 
droite à gauche, donnant au premier terme de chaque 
groupe le signe du terme qui la fourni , et alternant les 
signes dans ce groupe. Voici ce dénominateur : 

ab'c"d" — ah'd"c'“-\- ad'h"c "' — dab'c”' 

— ac7/'d‘'4- ar’.n”'— ad'c”b"'+ da'b"c" 

• -|- ca'b''d'"~- ra'd "b”-\- cd'a"b “' — dc'a“b“' 

— ba'c"d"'-\ - ba'ifc " — bd'a"c"'-j- db'a"c'" 

+ bc'à'd”— ftc'd”a'"+ bd‘c"a'"— db'c'a"' 

— cb'a"d"-{- cb'd’a "' — cf/’6"a*-|" dr'b 'a'". 

La première lettre do chaque terme n'a pas d’accent, la 
seconde est alléctée d'un accent, la troisième de deux, l.t 
quatrième de trois,. 

LORSQUE, DANS l’ ÉQUATION Ox’ èx C = O, a TENÜ VERS 
ZÉRO, l’une des RACINES CROÎT INDÉFIMJIENT. CALCUL 

NUMÉRIQUE I)E;S DEUX RACINES QUANT) O EST TRÈS-PETIT. 

» 

ÏQyez la première partie, n”' 170 et 171. 

ÉQUATIONS RÉDUCTIRLES AU '2* DEGRÉ. 

Voyez la première partie , n"* 1 73 et 1 77. 
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t 

CALCUL DES VALEURS ARITHMÉTIQUES DES RADICAUX. 

11. On appelle en général racine n'd’un nombre positif 
a, un nombre positif, coniinensurable ou mcommensurable, 
qui , élevé à la n' puissance , reproduit le nombre proposé." 
C’est là ce qu’on entend .par valeur arithmétique d’un radi- 
cal ; on la désigne par le symbole \/a. Le nombre n est l’in- 
dice du nadical. On est convenu de ne pas écrire l’indice 
quand il s’agit d’une racine carrée : dans ce cas , ou sous- 
entend l’indice 2 . 

Avant d’aborder le calcul des radicaux , nous allons poser 
quelques lemmes sur les puissances : 

Lemme I. On élève un produit à une certaine puissance 
en élevant chaque facteur séparément à cette puissance. 

En effet , 

(abc)" = ahc X abc XabcyK = a"b'c^. 

Lemme IL On élève une fr/iction à une certaine puissance 
en élevant les deux termes séparément à cette puissance. 

En effet, 

rt\ ” n a a ti" 

=r- 

Lemme III. Elever un nombre à deux puissances succes- 
sives revient à Vélever à une puissance ayant pour exposant 
le produit des exposants. 

En effet, 

(0")"= a*" X a" X a*" X = a"". 

Corollaire I. On élève un monôme à une certaine puis- 
sance en élevant son coefficient à cette puissance et multi- 
pliant tous les ex])osan\s par l’indice de la puissance. 
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Soit à élever à la n' puissance le monôme 5a’6V. En 
. vertu des lemnies 1 et III , on aura 

(Sa'é'c)- = 5"a*’6’"c". 

CoROLUiRE II. Un monôme est une puissance n' parfaite, 
lorsque son coefficient est une puissance n' parfaite et que 
tous .ses exposants sont divisibles par n. Dans ce cas , on 
obtient la racine n' du monôme proposé, en extrayant la 
racine n' de son coefficient et divisant par n tous .ses 
exposants. 

Venons maintenant au calcul des radicaux. 

12. Théorème 1. Le produit de plusieurs radicaux de 
même indice égale la racine du produit des quantités pla- 
cées sous les radicaux. 

Je dis, par exemple, que 

V 6 = y/ abc. 

Car si l’on élève le premier membre à la n' puissance, ce 
qui se fait en élevant chaque facteur à cette puissance , on 
reproduit la quantité abc; donc ce premier membre est la 
racine n* de abc. 

13. Théorème II. Le quotient de deux radicaux de même 
indice égale la racine du quotient des deux quantités placées • 
sous les radicaux. 

Je dis que 



Car si l’on élève le premier membre à la n* puissance, ce 
qui .se fait en élevant séparément le numérateur et le déno- 
minateur, on reproduit la fraction p 

2 
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ih. Théorème lil. On élève un radical à une cenaine 
puissance en élevant à celle puissance la quantité placée 
sous le radical. 

Oa a, en eiïet, en vertu du théorème I, 

(ÿa) = Va. Va. y O —\a*. 

15. Théorème IV. On extrait la racine d'un radical en 
multipliant l’indice du radical par l’indice de la racine que 
Von veut extraire. 

Je dis que 



En effet, si l’on élève le .premier membre à la puis- 
« ~ 

sauce in, on trouve \ a; si l’on élève ensuite ce résultat 
à la puissance n , on obtient a ; mais ceci revient à élever 
le premier membre à la puis.sance inn. .Vinsi, le premier 
membre est une quantité (pii , élevée à la puissance »m, 
reproduit a; donc c’est la racine mn' de a. 

It). Théorème V. On ne change pas la valeur d’un radi- 
cal quand on multiplie ou quand on divise par un même 
nombre l'indice du radical et l’exposant de la quantité placée 
sous le radical. 

Soit le radical 

va’". 

y 

Je dis' qu’en multipliant pai- un même nombre entier p 
l’indice n et re.\|)osant m, on obtient un second radical 

np: 

V a’"” 

égal au premier. Eu effet, d’après le théorème précédent, 
le second nadical [>eut s’écrire 


Digilized by Google 



CHAP. I. KXPOSANIS KKACriONNAinES. 


t9 






y a 


If! 

= Vv'»” 


Mais 


donc 


Va'"' = a" ; 

■P/ 

v/a"' = V«"- 


CoROLLAiRK 1 . On Simplifie un radical on divisant l’in- 
dice et l’exposant par leur plus grand commun diviseur. 
Ainsi 



Corollaire 11. On réduit plusieurs radicaux au même 
indice en prenant pour indice commun le produit des in- 
dices, ou plus simplement leur plus petit multiple, t^ette 
réduction est nécessaire quand on veut multiplier ou divi- 
ser deux radicaux d’indices différents. Ainsi 


m/“ ’ mn mn ^ mn 

Va X V6 = y a' X y' b"" = 

V^xv%7=vVx V^=V^ 


EXPOSANTS FRACTIONNAIRES. 

Définition. 

17. On a vu que, pour extraire la racine d’mie quantité 
affectée d’un certain exposant, il suffit de diviser l’expo-* 
sant par l’indice de la racine, lorsque cette division est 
possible. Ainsi 

a" = «". 

Si, par extension, on applique la même régie dans le 
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cas où l’exposant n’est pas divisible par l’indice de la ra- 
cine', on obtient un exposant fractionnaire. Soit le ladi- 

cal v^a’; l’exposant 7 n’étant pas divisible par 1 indice .5 , 
il est impossible d’extraire la racine ; mais si l’on applique 

7 

la règle énoncée plus haut , on est conduit au symbole a' , 
que l’on adoptera comme représentant le radical proposé. 
En général, on est convenu de représenter un radical 

m 

quelconque y/a’"parle symbole a". Le dénominateur de 
l’exposant fractionnaire remplace ainsi le signe y , et les 
expressions irrationnelles prennent la forme d’expressions 
rationnelles. 

D’après cette convention , les radicaux 


s’écriront 

a* 

>c- 

1 

\/a 


Va* 

f/* 


I 

V a 


7 V^a’fc’c 

« 


L’emploi des exposants fractionnaires ne sera vraiment 
utile que s’il est permis de remplacer un exposant fraction- 
naire par un autre égal au premier. Or c’est ce qui a lieu 
efl’ectivement ; car multiplier ou diviser par un même 
nombre les deux termes d’un exposant fractionnaire, re- 
vient à multiplier ou diviser par un môme nombre l’indice 
d’un radical et l’exposant de la quantité placée sous le ra- 
dical, ce qui, comme on l’a vu plus haut, ne change pas la 
valeur du radical. 

On pourra donc, si l’on veut, réduire un exposant fr.ac- 
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tioiinaire à sa plus simple expression. Soit, par exemple, 

H, 

le radical v«’“» 'l>û s écrit symboliquement o‘ ’ ; en sim- 
plifiant l’exposant fractionnaire on obtient le sym- 

*■ »/ — 
bole n’, qui représente le radical y/a‘, égal au premier. 

Calcul des exposants fractionnaires. 

Nous allons faire voir maintenant que les règles du cal- 
cul des exposants entiers s’appliquent aux exposants frac- 
tionnaires. 

18. Multiplication. Nous avons démontré que, pour mul- 
tiplier deux puissances entières d'un même nombre, il suf- 
fit d’ajouter les exposants. La même règle s’applique aax 
exposants fractionnaires. 

Je dis, par exemple, que 

m P m P 

a"Xo*=o^’*'. 

— “ 

En effet, les deux puissances fractionnaires a" et a’ re- 

n I ç • 

présentent par convention les deux radicaux y' a" et y a'; 
pour multiplier ces deux radicaux, on les réduira d’abord 
au même indice, ce qui donne 

«a- lia/ " ' na/ nq/ ; 

y a’"’ X V V a"’ X = V 

Or ce dernier radical, produit des deux premiers, s’écrit 


ou 


Digilized by Coogle 





LEÇONS D* ALGÈBRE. 


en remarquant que l’exposant est la somme des 

deux fractions — et On a donc 
n q 


a"Xa’xo*’^’. 

Exemples. 


1' n^X = rt , 

1 . 5 . 

2® aX a* = a* , 

I i 1 

o*^x «" = «*, 

I « > Il I 

4° ■= . 

lu. /)it'i.«io». La règle de la multiplication étant étendue 
aux exposants fractionnaires , celle de' la division l’est par 
cela même. Ainsi , pour diviser l’une par l’autre deux puis- 
sances (|uelconques d’un même nombre, il suffira de re- 
trancher l’exposant du diviseur de celui du dividende. 

Je dis que 



car, si l’on multiplie le quotient par le (üxiseur, ce qui se 
fait en ajoutant les exposants , on reproduit le dividende 

m 

fî". 

Exemples. 


f 
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20. Puissance. Nous avons démontré que l’on élève un 
nombre à deux puissances entières successives en l’élevant 
à une puissance ayant pour exposant le produit des expo- 
sants. Nous allons faire voir que la même règle s’applique, 
aux exposants fractionnaires. 

1° Considérons d’abord le cas où le premier exposant est 
fractionnaire, le second entier. On a, en appUquant la 
règle de la multiplication , 


/ m\ P m m m 

(^a'j =a". a".a" 


mp 


2° .Supposons le second exposant fractionnaire et de la 

forme -. 

<I 

Je dis que 

( in\ 1 •! 

En effet, l’expression proposée signifie y a"; or, si l’on 

m 

élève le second membre o"’ à la puissance entière q , d’a- 

1 »^ m 

près ce qui vient d’être dit, on reproduit a’"’ ou a"^; donc 

— 

ce second membre est égal à la racine q’ de a”. 
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3° Supposons maintenant les deux exposants fraction- 
naires. On a , par définition , 


.Mais 


donc 


/ m\ P mp 

= a-; 

P 

/ m\ï ’/ «J 

(^a-j =\Ja " =a 


•» 


L’exposant du résultat est le produit des deux exposants 



Exemples. 


3 



EXPOSANTS INCOMMENSURABLES. 


21. Prenons comme exemple l’expression a”. Soient 

— et — ^ * , deux nombres fractionnaires , différant de - , 
n n n 

et comprenant entre eux le nombre incommensurable \/ 2 ; 

l’expression a" désignera la limite commune des deux 

m m+t J 

quantités a" et « " , quand la différence - devient de plu.s. 
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eu plus petite. Mais, pour compléter cette délinitioii , il 

faut démontrer que le.s deux quantités o" et a " tendent 
effectivement vers une limite commune ; c’est ce que nous 
ferons voir plus tard , quand nous aurons établi quelques 
propriétés des puissances servant à la définition des loga- 
rithmes. 

Admettant pour le moment l’existence de cette limite , 
nous remarquerons que toutes les règles démontrées pour 
le calcul des exposants fractionnaires s’étendent évidem- 
ment aux exposants incommensurables. 

Ainsi 

', 0 ' , 

(aVTT).ï _ 

EXPOSANTS NÉGATIFS. 

Définition. 

2”2. Nous savons que pour diviser l’une par l’autre deux 
puissances d’un même nombre, il suffit de retrancher l’ex- 
posant du diviseur de l’exposant du dividende, lorsque l’ex- 
posant du diviseur est plus petit que celui du dividende. 

Si l’on applique la même règle dans le cas où l’exposant 
du diviseur est plus grand que celui du dividende , on ob- 

tient un exposant négatif. Soit le quotient ^ ; l’exposant du 

diviseur étant plus grand que celui du dividende , la divi- 
sion est impossible ; mais, si l’on applique la règle énoncée 
plus haut , on est conduit au symbole o~* ; le quotient pro- 
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posé, simplifié, devient ^ ; ainsi le symbole o“’ peut être 

adopté comme représentant le quotient . 

En général , on est convenu de représenter le quotient 

dans lequel l’exposant m est quelconque, entier ou 

fractionnaire , par le sjTnbole a~". L’exposant négatif rem- 
place ainsi le signe de la division. 


Calcul des exposants négatifs. 

Nous allons faire voir <pie les régies établies précédem- 
ment pour le calcul des exposants positifs s’étendent aux 
exposants négatifs. 

23. Multiplication. Poiu' multiplier deux puissances d’un 
même nombre , il suffit d’ajouter algébriquement les expo- 
sants, quels que .soient ces exposants, positifs ou négatifs. 

1" Considérons d’abord le cas où l'un des exposants est 
positif, l’autre négatif. Soit à multiplier a” para"" (met 
n étant deux nombres positifs quelconques, entiers ou frac- 
tionnaires, ou même incommeasurables); puisque a~" par 

convention représente ^ , ou a 

a’'xa-" = a^x- = —-, 
a a 


a 

mais le quotient — est représenté dans tous les cas , que 

m soit plus graïul ou plus |)etit que n, pai' le symbole 
; donc 


a" X a~“ = O*"-". 
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L’exposant du produit est la somme algébrique des deux 
e.x posants. 

2° Supposons maintenant les deux exposants négatifs. 
Soit à multiplier par a~*. Puisque les symboles a~” et 

a“* désignent les quotients et ^ , on a 

Il 1 I 

X o~" = — X — = — . 

a" a" a^xo" a"*+" 

Mais cette dernière expression est représentée par 
ou On a donc 

6T“ X fl"" = 

L’exposant du produit est encore la somme algébrique des 


exposants. 





Exemples. 


1 ^ 

a* X fl"* = a* , 


2“ 

a"‘ X O* = a"’ , 


3" 

fl’ X fl"* = fl" = 1 , 


4“ 

fl"‘Xo"’ = 0"’. 


24. Division. La règle de la multiplication étant étendue 
aux exposants négatifs , celle de la division l’est par cela 
même. Pour diviser l’une par l’autre deux puissances quel- 
conques d’un même nombre , il suffit de retrancher algé- 
briquement l’exposant du diviseur de celui du dividende ; 
car, en multipliant le quotient ainsi obtenu par le diviseur, 
on reproduit le dividende. Remarquons que ceci revient 
à transformer le divi.senr en multiplicateur par le change- 
ment de signe de son exposant. 
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Exemples. 

1° = o”’ X a~’ = a“* , 

a 

^ a’ . 

2 — = X o’ = O- , 

a ’ 

3“ ^ = O"’ X «’ = o~' , 

a ’ 

4“ ^ = a"’ X a* = O*. 

a “ 

25. Puissance. Pour élever un nombre à deux puis- 
sances successives , il suflit de multiplier entre eux les deux 
exposants, quels que soient leurs signes. 

1° Considérons d’abord le cas où le premier exposant est 
négatif, le second positif. Soit l’expression (a“")". Puisque 

a~" représente on a 



mais ce résultat peut être représenté par a”"* ; donc 

(a"*)"= O”™". 

2" Supposons le premier exposant positif , le second né- 
gatif. Soit l’expression (a’")~* ; par convention , cette ex- 
pression représente le quotient 

I 

(a”)" ’ 

qui est égal à , et qui peut être représenté par a”*". 
Donc 
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(a'" r" = 

3“ Supposons enfin les deux expos.ants n(^K*''ld's. L'ex- 
pression (a'”)"" représente le quotient 


niais on a vu que 
donc 


-- a-"" ; 


Ainsi , dans tous les cas , l’exposant du résultat est le 
produit algébrique des deux exposants , conformément à la 
régie des signes. 


Exemples. 

1» (a-’)‘ = 0-* , 

2" (a’f ’ = a'* , 

.T' = a''. 

Tout ce que nous avons dit sur le calcul des exposants 
fractionnaires et négatifs , peut se résumer en deux règles 
fondamentales : 

1“ o"‘ X a" = <!"■+" , 

2 " (a’";" = a"-" , 

m et n désignant des exposants quelconques, entiei-s ou 
fractionnaires, positifs ou négatifs. 
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CHAPITRE II. 

DES PROGRESSIONS ET DES Sf.RlES EN (ÎÉNÉRAL. 


PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES. 
SOMMATION DES TERMES. 


Voyez la première partie, du n° 178 au n“ 193. 

CE qu’on APPELEE SÉRIE, CONVERGENCE ET DIVERGENCE. 

20. On appelle $êrie , en mathématique , une suite indé- 
finie de quantités qui se déduisent les unes des autres , 
suivant une loi déterminée. Ces quantités sont les termes de 
la série. 

Lorsque la somme des termes de la série tend vers une 
limite finie et déterminée, on dit que la série est conrer- 
(ffute. Dans le cas contraire , on dit qu’elle est divergente. 
Nous désignerons les termes successifs d’une série par 

«0» “l> «1. “s. 

et j>ar S„ la somme des n premiers termes : 
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S« — “o "1“ “i + “j "h *H-i • 

Si la somme des n premiers termes tend vers une limite 
finie S , lorsqu’on prend un nombre de termes de plus en 
plus grand , la série est convergente ; sinon , elle est diver- 
gente. 

Il importe de bien préciser la définition des séries con- 
vergentes. Quand on dit que la somme des termes de la sé- 
rie tend vers une limite finie et déterminée S, cela signifie 
que l’on peut prendre, n assez grand pour que la somme S„ 
des n })remiers termes , et chacune des sommes suivantes 

S„^i , S„+, dilTére de la limite S d’une quantité 

moindre qu’une quantité donnée, si petite (pi’elle soit. 

l'NK PnOOBESSION UfcOMÉTRlOl'E EST CON’VEROENTE , .SI I.A 

RAISON EST l’I.fS PETITE Ql E l.’lMTÉ*, r)l\ER(;ENTE , SI I.A 

RAISON EST Pl.US r.RANDE QUE l.’l'MTÉ. 

27. La progression géométrique, prolongée ,à l’inlini, 
nous donne un premier exemple de série. Soit n le premier 
terme, r la raison; la série s’écrit 

a, ar, or*, ar\ , . 

Ia loi de l'ormation delà série est trè.s-simple ; on déduit 
chaipie terme du précédent en le multipliant par un nombre 
constant r. 

Si la raison r, en valeur absolue, est plus grande que 
l’unité , les ternies de la série vont en augmentant indéfini- 
ment ; il est clair que, dans ce cas, la somme des termes 
ne peut tendre vers une limite déterminée ; la série est di- 
vergente. 

Si la l aison , en valeur absolue , est plus petite que l’unité, 
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les termes de la série diminuent indéfiniment, de manière à 
devenir plus petits qu’une quantité donnée, si petite qu’elle 
soit. Nous avons trouvé pour la somme des n premiers termes 
{!” partie, n° 1$)3) , 



Si l’on prend un nombre de termes de plus en plus grand , 
dr** 

la quantité y devenant plus petite tpi’une quantité 

donnée , si petite quelle soit , on voit que la somme des 
termes tend vers une limite finie et déterminée 



Ainsi, dans ce cas, la série e.st convergente; cette limite 
- est ce que l’on appelle la somme des termes de la 
.série. 

Quand la raison r est positive , ainsi que le premier terme 
a, tous les termes étant positifs , la sotame des termes va 
constamment en augmentant à mesure qu’on en prend un 
nombre plus grand, et elle se rapproche de plus en pins de 
la binite S. Quand la rai.son est négative , la somme est al- 
ternativement plus grande et plus petite que la limite S , 
dont elle se rapproche en oscillant de part et d’autre. 

LES TERMES d’uNE SÉRIE PEUVENT DÉCROÎTRE INDÉFINIMENT 
SANS QUE LA SÉRIE SOIT CONVERGENTE. 

28. line première condition nécessaire pour qu’une série 
soit convergente , c’est que ses termes tendent vers zéro. 
Je \ais faire voir, en pHl'et, que, dans toute série conver- 
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gente , on peut prendre « assez grand pour que le terme 

et chacun des termes suivants u,+, , u,^., , soit plus 

petite qu’une quantité donnée «, si petite qu’elle soit. Puis- 
que la série est convergente, on peut prendre n assez grand 
pour que chacune des sommes 

4.1 » J 

diffère de la limite S d’une quantité moindre que Les 
deux sommes S, et S,+,, différant de la limite S d’une 
quantité moindre que ^ , diffèrent entre elles d’une quan- 
tité moindre que a ; mais la différence de ces deux sommes 
est le terme u, de la série ; on en conclut que ce terme 
est plus petit que «. De môme, les deux sommes et 
S,+, , différant de la limite S d’une quantité moindre que 

leur différence , c’est-à-dire le terme de la série, 

est moindre que a, et ainsi de suite. Ainsi chacun des 
termes 

, u„^, , 

est moindre que la quantité donnée « , ce qu’on exprime 
en disant que les termes de la série tendent vers zéro. 

C’est ce qui a lieu dans la progression géométrique dé- 
croissante ; ses termes deviennent en effet plus petits qu’une 
quantité donnée , si petite quelle soit. 

Mais cette condition n’est pas suffisante ; les termes 
d’une série peuvent tendre vers zéro sans que la série soit 
convergente. Un exemple très-simple mettra cette proposi- 
tion en évidence. Considérons la série 


-+-+^+7+ 

I 1 .1 4 


3 
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formée de fractions ayant pour numérateurs l’unité, et pour 
dénominateurs les nombres entiers consécutifs ; le terme 

général ^ tend vers zéro , et cependant la série est diver- 
gente. 

Prenons , en elTet, le troisième et le quatrième terme 
5 ^ 4 ’ 

et remplaçons ^ par la quantité plus petite ÿ , nous au- 
0 4 


rons 


plus simplement 


I l » I » 2 

3 + 4 ^ 4 ‘^ 4 “ 4 ’ 


> I > * 

3 + 4 ^ 


Prenons maintenant les quatre termes suivants 


5 + S + 


et remplaçons chacun des trois premiers par la quantité 
plus petite ô , nous amous 

O 


Eu prenant de même les huit termes suivants , et rem- 
plaçant chacun d’eux par ^ , on aurait 


1 , ^ _i_ _8 1 

9 10 1 6 ^ 1 6 2 ’ 

et ainsi de suite indéfiniment. Nous formons ainsi une infi- 
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M.'. 

nifé de groupes dont cliacun est plus grand que donc la 

somme des tenues augmente au delà de toute limite , et 
par conséquent la série est divergente. 


*2t). Remarques. Quand nous disons que les termes d’une 
série convergente tendent vers zéro, cela ne signifie pas 
qu'ils diminuent continuellement de manière que cliacun 
d’eux soit plus petit que le précédent. Écrivons , par 
e.xemple , la progression décroissante 


'd ^ 

2 4 '’ 02 


dans l’ordre suivant 


+ ^ + J + ^ + + 


la série reste évidemment convergente ; les termes tendent 
vers zéro , mais avec des alternatives de rroi.ssarice et de 
décroissance. 

Une série peut être divergente de deux manières, soit que 
la somme des termes augmente à l’infini, soit que la somme, 
conservant nne valeur finie, ne tende pas vers une limite 
déterminée. Lorsque la série a tousses ternies po.sitifs, si 
la .somme consene une valeur finie, comme elle croit sans 
ce.sse, elle tend nécessairement vers une certaine limite 
quelle ne peut dépa.sser, et la série est convergente. .Vlais , 
lorsque les termes .sont afTectés de signes difl'érents, de ce 
que la somme conserve une valeur finie, on ne peut pas 
conclure la convergence de la série. Soit , par exemple , la 
série 

I — — •+ 


si l’on prend un nombre de termes de plus eti plus grantl. 


Digiiized by Google 


36 


LE60NS d’algèbre. 


fa somme est alternativement i et o ; quoique, restant finie , 
elle ne tend pas vers une limite déterminée et la série est 
divergente. 

.30. Avant d’aller plus loin , nous allons établir un prin- 
cipe général sur la convergence des séries. 

Soit la série 

U„ + U, + U, , 

Nous avons désigné par S, la somme des n première 
termes, 

S. = U„ -f U, + U, + M»-, ; 

prenons à la suite im nombre quelconque m de termes et 
appelons s leur somme 

* — W" + W»+| + W"+ï + Wn-f-*»— I 9 

en ajoutant cette somme s à la première somme S, , nous 
obtiendrons la somme des n m premiers termes de 
la série. Or, si la série est convergente , on peut prendre n 
assez grand pour que la somme S, et la somme diffè- 
rent de la limite S d’une quantité moindre que -, et par 

conséquent diffèrent entre elles d’une quantité moindre que 
a; la, somme « des m termes pris à la suite des n premiers 
est donc moindre que a, et cela est vrai si grand que soit 
m. Ainsi, dans une série convergente, on peut prendre n 
assez grand pour qu’un nombre quelconque de ternies , 
même infini , pris à la suite des n premiers , aient une 
somme moindre qu’une quantité donnée, si petite qu’elle 
soit. 

La réciproque est vraie : lorsque celte condition est rem- 
plie, la série est convergente. En effet, prenons n tel que 
la somme d’un nombre quelconque de termes à la suite des 


Digilizc. 


CHAH. 11. bËHItS. 


37 


U premiers soit moindre que a en valeur absolue ; il est claii’ 
([ue toutes les sommes 



qui se composent des n premiers termes , plus un , deux , 
trois... , termes à la suite, seront comprises entre — « 
et S, a. Prenons maintenant un nombre plus grand n', 
tel que la somme d’un nombre quelconque de termes à la 
suite des n' premiers soit moindre que la quantité «' plus 
petite que a ; les sommes 

t , 

seront de même comprises entre S„, — «' et + a . En 
général, la quantité S„ — »' sera plus grande que S„ — a , 
la quantité plus petite que S„ + ® l’on aura ainsi 

resserré l’intervalle qui comprend toutes les sommes sui- 
vantes. On pouri'a encore le resserrer davantage et autant 
qu’ou voudra , ce qui montre bien clairement l’existence de 
la limite vers laquelle tend la somme des termes de la série. 
• 11 pourrait arriver cependant que la quantité S,. -|- a' fût 
plus grande que S, -f-a; mais, comme on sait que les 
sommes S,.+, ,.... sont plus petites que S, on 
conserverait cette dernière quantité et l’on dirait que les 
sommes sont comprises entre S,. — a' et S„ «. 11 pourrait 
arriver de même que la quantité S, — «' fût plus petite que 
S, — a : dans ce cas , on dirait que les sommes sont com- 
pri.ses entre S, — » et S„. Dans tous les cas , on aura 
formé, dans le premier intervalle a», un second intervalle 
plus petit que le premier et comprenant toutes les sommes 
suivantes. Dans le second , on en formera un troisième 
encore plus petit, et ainsi de suite, ce tjui conduit nécessai- 
rement à une limite. ^ 


Digitized by Google 


38 


I.ECONS d’aLGÈRRE. 


On conclut de là ce lliéorôrne pt'néral sur la convergence 
des séries : l*our qu'une série soif conrerijente , il est nêres- 
saire et il suffit que l'on puisse remlre n assez grand pour que 
ta somme d'un nomhre quelconque de termes à ta suite des n 
premiers reste moindre qu'une quantité donnée, 

UNE SÉRJE EST CONVERGENTE LORSQUE, A PARTIR d’uN CERTAIN 
TERME, LA VALEUR ARSOLÜE DU RAPPORT !>’ UN TERME AU 
PRÉCÉDENT EST CONSTAMMENT INFÉRIEURE A UN NOMBRE 
DÉTERMINÉ PLUS PETIT QUE l’uMTÉ. 


31. Considérons il’abord une série ayant tous ses termes 
positifs, et supposons qu’à partir d’un certain terme le rap- 
port d’un terme au précédent reste constamment in- 
férieur à un nombre déterminé k plus petit que l’unité ; 
je dis que la série est convergente. En effet, à partir d’un 
certain terme, on a 


U. 

U... 




<*, 


De la première inégalité on déduit 

Mn+, < iWiu 

La seconde donne 
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et, si l’on remplace le terme u„^., par la quantité plus 
grande /cm, , on a à fortiori 

M,+, < k'u„. 

On déduit de môme de la troisième 
u,+, <Au„+,, 

et , en remplacent par la quantité plus grande , 
et ainsi de suite. 

11 résulte de là qu’à partir d’un certain rang les termes 
de la série sont respectivement plus petits que ceux de la 
progression géométrique décroissante 

Un “P kUn ”1“ k^Un .... . ^ 

on en conclut déjà que les termes de la série tendent vers 
zéro. Imaginons maintenant qu’à la suite du n' terme on 
en prenne un nombre quelconque 

Un + U..+, + M„+, + ; 

la somme de ces termes sera plus petite que la somme dœ 
termes de la progression 

Un hu k'Un + 

c’est-à-dire plus petite que Y^~k' ^ 

n augmente indéfiniment , cette somme devient plus petite 
qu’une quantité donnée , si petite qu’elle soit, puisque u, 
tend vers zéro. Donc, en vertu du principe général énoncé 
plus haut, la série est convergente. 

Nous avons supposé dans ce qui précède que la série a 
tous ses termes positifs : le même raisonnement subsiste 
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lorsque les tenues sont affectés de signes quelconques ; fai- 
sant abstraction des signes, on considérera seulement la 


valeim absolue du rapport Nous avons vu que lors- 
qu’on prend tous les termes positivement , la somme d’un 
nombre quelconque de termes, à partir du n', devient plus 
petite qu’une quantité donnée , si petite quelle soit ; si les 
signes sont différents , la valeur absolue de cette somme , 
étant plus petite que la précédente , devient eUe-même plus 
petite qu’une quantité donnée , et la série est convergente. 

Si l’on prend n suffisamment grand , la somme S„ des n 
premiers termes diffère très-peu de la limite S; l’erreur 
commise, en négligeant les termes suivants, ou le reste de 

la série , est moindre que . 

1 H 


32. Remarque. On facilite beaucoup l’application de ce 
théorème par les considérations suivantes. Ordinaire- 
ment le rapport d’un terme au précédent tend vers 

une limite déteiininée , que nous désignerons par X , lorsque 
n augmente indéfiniment. 11 y a trois cas à distinguer, sui- 
vant que la limite X du rapport est inférieure , supérieure, 
ou égale à l’unité. 

1° X < 1 . Clioisis-sons un nombre arbitraire mais déter- 
miné Ir, compris entre i et X, c’est-à-dire plus petit que 

l’unité , mais plus grand que X. Le rapport , se rap- 

prochant indéfiniment de sa limite X, restera constamment 
inférieur au nombre k, à partir d'un certain rang; donc, 
en vertu du théorème démontré , la série est convergente. 

2° X > 1 . Le rapport se rapprochant iiidélinimenl 
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de sa limite X , restera constamment , à partir d’un certain 
rang, supérieur à l’imité; les termes de la série iront donc ‘ 
en augmentant et la série sera divergente. 

Soit, par exemple, la série 


l 1.3 ^ 1.3.3 ^ 


dont le terme général est 


X 


1 . 3 . 3 , 


.n 


le rapport de ce terme au précédent est 


X 

n 


ce rapport a pour limite zéro , quand n augmente indéfini- 
ment ; donc la série est convergente, quelle que soit la va- 
leur de X. ' - . • , 

Considérons encore la série 


_ + _ -f_4- 
1 ^ 3 ^ 3 ^ 


qui a pour terme général 


— 
n ‘ 


Le rapport de ce terme au précédent est 



et a pour limite x, quand n augmente indéfiniment. Ainsi ^ 
la série est convergente quand la valeur absolue de x, est 
plus petite que l’unité; divergente, quand elle^ est plus 
grande que l’unité. ' ' ' - , ' " 
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3“ X=i. Oiiand le rapport d’un terme au préc('*dent 
tend vers une limite égale à ruiiité, il y a ambiguïté ; la 
série est tantôt convergente, tantôt divergente. Le théorème 
précédent est insuflisant pour décider la convergence de 
la série; il faut alors recourir à des moyens particuliers. 

Exemptes. 

I “ Soit la série 




Le rapport du terme général ^ au précédent est — ' 

ou 1 — - , et a |wur limite runité. Cette .série est celle que 

nous avons étudiée au n” 2S; à l’aide d’un groupement 
convenable des termes, nous avons reconnu qu’elle' est 
divergente. 

2" Soit la série 


H — i + 7» + 


Le rapport d’un terme au précédent 

a encore pour limite l’unité, et la question de convergence 
reste indécise. Mais on peut démontrer aisément que la .sé- 
rie est convergente en groupant les tenues d’une manière 
analogue h celle que nous avons employée dans l’exemple 
précédent. Prenons d’abord le second et le troisième fermes, 

et remplaçons le troisième ~ par une quantité plus 

ù 
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n 


grande -j, nous aurons 


^ , ji_ J_ I J 2. * 


Formous un second groupe avec les quatre termes sui- 
vants et remplaçons chacun d’eux pai- une (|uantité plus 

grande ^ , nous aurons de mùme 


<i* .V (J* 7 ’ 4* 4' 

On formera le troisième groupe avec les huit termes sui- 
vants, en remplaçant chacun par le premier d’entre eux, 
ce qui donne 

I I _j ^ ^2. ' . ' 

i5’ ^ 8’“8’ 

i • ' 

et ainsi de suite indéfiniment. On voit par là que la somme 
des termes de la série e.st plus petite que la somme des 
termes de la progression décrois.sante 


-+HJ + 5 + 


Donc la série est convergente. 

Le rapport d’un terme au précédent ne tend pas toujours 
vers une limite déterminée. Considérons, par exemple, la 
série 




.3* ^ a‘.3* 2*.3* 



le rapport d’un terme au précédent est ici'allemativement 
-et ' ; il ne tend pas vers une limite déterminée ; mais . 

9 O 
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comme il ne sui'j)as.se pas la quantité - qui est plus {Mitite 


que l’imité, la série est convergente. 

11 n’est pas nécessaire pour la convergence des séries 
que, à partir d’un certain rang, le rapport d’un terme 
au précédent reste constamment plus jietit qu’un nombre 
fixe k, plus petit que l’unité. Prenons comme exemple la 
progression décroissante 


I ' I ' 1 ' 1 ' I • I 

‘+â + 4"^8 + T6 + ^ + 


dont nous permutons les termes deux à deux , ce qui donne 
la série 


^ + + ^ + ^ + 


Le rapport d’un terme au précédent est ici alternativement 
2 et il ne reste pas, à partir d’un certain rang, infé- 
rieur à une quantité moindre que l’unité, et cependant la 
série est convergente. 

LORSQUE LES TERMES d’uNE SÉRIE DÉCROISSENT TNDÉFINIME.NT 
ET SONT ALTERNATIVEMENT POSITIFS ET NÉGATIFS, LA SÉRIE 
EST convergente. 

33. Soit la .série . 

“o — «. + «! — «»+ ..... 


dont les termes sont alternativement positifs et négatifs. 
Nous supposons rpie les lerines tendent vers zéro, et en 
outre dimiiment continuellement, de manière que chacun 
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soit plus petit que le précédent. A partir du n, terine, 
prenons un nombre quelconque de termes, et dési{>;nons 
par ji la somme de ces terme.s 

s = ± (j/„ — tt.+, w._, — ) 

Groupant les termes deux à deux et faisant abstraction 
du signe ± placé en avant, suivant que n est pair ou im- 
pair, nous écrirons le polynôme entre parenthèses de deux 
manières. 

(1) (u — 

(2) — U_J— 

Puisque les termes vont en diminuant, chacune des paren- 
thèses a une valeur positive; l'expression (1) montre que 
le polynôme a une. valeur positive comme somme de quan- 
tités positives; l’expression (2) montre que cette valeur po- 
sitive est moindre que w, , puisqu’elle est égale à t/„ «liini- 
nuée de plusieurs quantités positives. Ainsi , la somme s 
est, en valeur absolue, moindre que u„, quel que soit w; 
le terme m„ devenant plus petit qu’une quantité donnée 
quand n augmente indéfiniment, la somme s tend elle- 
même vers zéro ; donc la série est convergente. 

La limite de la somme des termes de la série est égale â 
la somme des n premiers termes , 

‘‘<"=“0 — «, + «1— M. 

plus le reste de la série ou la somme des termes suivants. 
Or nous savons que la valeur du reste est plus petite que ti„. 
Quand « est pair, le reste a une valeur positive, et la 
limite S de la somme des termes de la série est plus grande 
que S, ; quand n est impair, le reste a une valeur négative, 
et la limite S est plus petite que S,. Il en résulte qtie la 
limite S est toujours comprise entre deux sommes consécu- 
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tives S„ et S,+,. Si l’on prend un nombre de ternies de plus 
en plus grand , on obtient des sommes alternativement trop ’ 
grandes et trop petites, qui se rapprochent de plus eu 
plus de la limite , en oscillant en quelque sorte de part et 
d’autre. 

Exemple». 

1 " La série 


dont les signes sont alternés, et dont les termes diminuent 
indéfiniment , est convergente. Les sommes 


a 

I — 9 3 ~ ®)8333 

I — - + =0,583.3 

n O tf 

sont alteniatii ement trop grandes et trop petites. Mais la 
série converge très-lentement ; car si l’on prend les dix 
premiers termes, l’erreur étant moindre que le terme sui- 
vant ou que ,‘f, on n’a qu’un cliillVe décimal exact; si l’on 
prend les cent premiers termes, on a une approximation 
de ou deux chiffres exacts; etc. 

2“ La série 


I 

I .3 


1 .3.3 


+ 


1 

I.a.3.4 


convei^e beaucoup plus rapidement. 

Si l’on prend les dix premiers termes , l’en-em- commise 
étant moindre que le terme suivant 
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♦7 


1 

= o,uooooooo.) ; 

I . a 12 


on a la soimne avec huit décimales exactes. 
3^. Elude de la série 



1.2.3 


+ 


Nous avons déjà reconnu que cette série est convergente 
(n^S'i). La sonune des termes est comprise entre 2 et 3; 
en elVet , les deu.x premieis termes donnent déjà une somme 
égale à 2 ; les termes suivants sont respectivement moindres 
que les termes de la ])rogression géométrique 


^ + i + p + 


obtenue en remplaçant chacun des facteurs 3,4.5 

par un facteur plus petit 2 , ce (pii augmente les fractions; 
la somme des termes de la progression étant égale à runité, 
la somme des termes de la séi ic à partir du troisième est 
moindre que 1 , et par conséquent la somme entière est 
moindre que 3. 

l.a somme de la série proposée est incommensurable. 
Supposons, en ell'et, que cette somme soit égale à une 

fraction ordinaire , on aurait 

II 


*” _i ' I ' J ' _j_ 


Si nous écrivons d’abord les n + 1 proraters termes, et ai 
nous mettons les suivants sous la forme 

1. 2.3 n l.n -f- I n -j- I )(n f 2I ‘ ' * ' ' J ’ 
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nous aurons 


? = + + 77 ^ 

i.a n fn + 1 (n+ •)(”.+ J 


Multiplions ensuite tous les termes de l’égalité par le pro- 
duit 1 . a . 5 n , le premier membre devient un nombre 

entier i . 2 . 3 (n — i)m; les n + > premiers termes 

du second membre deviennent aussi des nombres entiers , 
dont , pour abréger, nous désignerons la somme par N ; 
on obtient de la sorte l’égalité 


I— ]. 

La quantité entre parenthèse est une fraction moindre 
que l’unité ; car ses termes sont respectivement moindres 
que ceux de la progression 

obtenne en remplaçant chacun des facteurs n + 2, n -f 3 ,... 
par le facteur plus petit n + 1 , ce qui augmente chacune 
des fractions ; la somme des termes de cette progression 

étant égale à ^ , la quantité entre parenthèse est moindre 

que ; c’est donc une fraction proprement dite. On aurait 

donc, dans l’égalité précédente, un nombre entier égal à un 
nombre fractionnaire, ce qui est impossible. Ainsi, la 
somme des termes de la série proposée est un nombre in- 
commensurable compris entre 2 et 3 ; ce nombre joue un 
grand rôle en mathématiques ; on le désigne par la lettre <?. 
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Appelons R le reste de la série, ou l’erreur commi.se 
quand on prend les n -1- i premiers termes , 

^ i.a n l^n + 1 (n-f- >)('•+ ' J’ 

la parenthèse étant moindre que ^ , d’après ce qui vient 
d'être dit , on a 

R <-. ^ . 

n 1.3.0 n 

Ainsi , quand on prend n + i tennes , l’erreur commise 
est moindre que la n' partie du dérnier terme calculé. 

Voici le calcul de e avec sept chiffres décimaux. 

3 

\ 

1 

— = 0,5 

1.3 

— O , i666 6667 

1.3.5 

— = o,o4it> 6667 

1.3. 3. 4 

= n,oo85 5335 

1.3 5 

î — - = 0,001 3 888o 

1.3.. .,.6 ’ ^ 

i = 0,0001 C1841 

>a r 

î — - = 0,0000 3480 

1.3 8 

= 0,0000 037G 

« 2 9 

î = 0,0000 ooa8 

1.3 10 

• ' - ■ ■ 
= 0,0000 OOOJ 

1.3 Il 

3,7183 8184 

li ’ 
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Les termes se déduisent les uns des autres par divisions 
successives. Nous avons pris les douze premiers tenues ; 
l’erreur commise , en négligeant les termes suivants , est 
moindre que la ii* partie du dernier terme; cette caiLse 
d’erreur n’afl'ecte môme j)as la huitième décimale. On a 
donc, avec sept décimales exactes , 

e = a, 718 a8i8. 
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CHAPITRE III. 

PüRMlLKS DI Ill.NOMR KT SHS API'LIGATUINS. 


ARRANGEMENTS, PERMUTATIONS ET COMBINAISONS. 


ArrangemenU. 

35. Je suppose que l’on ait m objets distincts. On ap- 
pelle arrangements de m objets nhn les diirércntes disposi- 
tions que l’on peut former avec ces m objets , en les pre- 
nant n à U de toutes les manières possibles , et les plaçant 
les uns à côté des autres sur une ligne droite. Deux arran- 
gements dilTèrent , par la nature des objets qui les coni|)o- 
sent, ou seulement par l’ordre dans lequel ils sont placés. 

Par exemple, avec les trois lettres a, b, c, prises deux à 
deux de toutes les manières , on peut former les six arran- 
gements suivants : 

ab , ac, ha, bc , ca, rb. 

Le premier et le troisième ne dilTèrent que par l’ordre des 
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lettres ; de même le second et le cinquième , le quatrième 
et le sixième. 

Nous représenterons en général les m objets par les pre- 
mières lettres de l’alphabet : 

a, b, c, k, 

et nous désignerons par le sJ^nbole A* le nombre des ar- 
rangements que l’on peut former avec ces m objets pris n 
à n de toutes les manières possibles. 

On obtient évidemment les arrangements des m lettres 
une à une, en prenant chacune d'elles séparément, ce qui 
donne tn arrangements : 

a . b, c , k. 

Ainsi' 

A^. = m. 

Nous obtiendrons les arrangements des m lettres deux à 
deux en mettant à la suite de la première lettre a successi- 
vement chacune des autres lettres , à la suite de la seconde 
lettre b successivement chacune des autres, et ainsi de suite, 
ce qui donne le tableau suivant : 


ab , ac , ad oA , 

ha , bc , bd, hk. 

ca, cb , cd, ck , 


ka, kb, kc kh. 


La première ligne horizontale contenant tous les arrange- 
ments qui commencent par la lettre a , la deuxième tous 
ceux qui commencent par la lettre b, etc., nous avons ainsi 
formé tous les arrangements des m lettres deux à deux. 
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Puisque chaque ligne horizontale renferme m — i arran- 
gements , et qu’il y a m lignes , le nombre des arrange- 
ments contenu dans le tableau est m(m — i) ; on a donc 

S.\ = m{m — i). 


De même, si à la suite de chacun des arrangements deux à 
deux on place chacune des m — a autres lettres , on forme 
les arrangements trois à trois : 


abc , abd , . . 


acb , acd , . . 


bac, bad, . . 



A la suite du premier arrangement ah de deux lettres, nous 

avons écrit chacune des autres lettres c, d, k; de 

même à la suite du second ac , chacune des autres lettres 

b, d, k, etc. On a formé ainsi tous les arrangements 

trois à trois ; car un arrangement de trois lettres se corn- “ 
pose nécessairement d’un arrangement de deux lettres . - 
suivi d’une autre lettre. Le même arrangement n’est pas 
répété deux fois ; car les arrangements d’une même ligne 
horizontale diffèrent par la troisième lettre, et deux arran- 
gements de deux lignes différentes par l’arrangement des 
deux premières. Chaque bgne horizontale contient m — a 
arrangements ; il y a m(m — i) lignes horizontales, autant 
que d’arrangements deux à deax ; donc le nonïbre des ar- 
rangements de m lettres trois à trois est m(m — i) (m — 2); 
on a donc 

* A» = m(m— i)(»n— a). 
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En continuant le même raisonnement, on arrive à la for- 
mule générale 

AJI, — m{m — 1 ) (wi — a) (m — n i ). 

Le nombre des arrangements de m objets n à n est égal au 
produit de n nombres entiers consécutifs décroissants à com- 
mencer par m. 

36. 11 est bon de s’assurer que la formule précédente , 
écrite par induçtion , est générale. Supposons que l’on ait 
formé les arrangements de m lettres n — i k n — i , et que 
l’on veuille former les arrangements n à n; à la suite de 
chacun des arrangements n — i à n — i , on écrira succes- 
sivement chacune des >n — n i autres lettres. On ob- 
tiendra de la sorte tous le^s arrangements n à n ; car un 
arrangement de n lettres se compose d’un arrangement de 
n — 1 lettres suivi d’une autre lettre. Le même arrange- 
ment ne se trouve pas répété deux fois ; car deux quelcon- 
ques des arrangements ainsi obtenus diffèrent par la der- 
nière lettre ou par l’arrangerneut des n — i premières 
lettres. Chaque arrangement ancien donnant m — n -j- i 
arrangements nouveaux , on a la relation générale 

Am = AU, ' X (w — n + I j. 

On en déduit, en dipiinuant successivement n d’qpe 
unité, 

C"‘= Ar*X (”» — « + a) 1 


A‘„ = A’„X(m-i); • 
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on Eudt d’ailleurs que 

Si l’on multiplie toutes ces égalités entre elles , les fac- 
teurs intermédiaires disparaissent , et l’on obtient la for- 
mule 

= »»(»»— ») (m — n + i). 

Applications. 1* Quel est le nombre des arrangements 
de sept lettres trois à trois ? c’est le produit de trois nom- 
bres entiers consécutifs décroissant!^ , à commencer par 7 . 

A;=7.6.5 = aio. 

2" Combien y a-t-il de nombres composés de deux chif- 
fres significatifs différents ? Autant qu’on peut former d’ar- 
rangements avec les neuf chiffres significatifs deux à deux. 

Aj=9.8=7i. 

3' Combien y a-t-il de nombres composés de cinq chif- 
fres significatifs différents ? Autant qu’on peut former d’ar- 
rangements cinq à cinq avec les neuf chiffres significatifs. 

AÎ = 9.8.7.6.5 = i5iao. 


Permutations. 

87. On appelle permutations de m objets les différentes 
dispositions que l’on peut donner à ces m objets , en les 
plaçant les uns à côté des autres sur une ligne droite. 
Chaque permutation contient tous les objets et deux permu- 
tations ne diffèrent que par l’ordre des objets. 
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Ainsi , avec deux lettres o et fc , ou peut former deux per- 
mutations 

ab, ba. 

^ous désignerons en général par P„ le nombre des per- 
mutations de m objets. 11 résulte de la définition que les 
permutations de m objets ne sont autre chose que les arran- 
gements de ces m objets pris tous ensemble , c’est-à-dire 
m à m; on a donc, suivant la notation habituelle, 

= A” = ni(m — I ) (m — a) 3 . a . i , 

» 

ou, si l’on change l’ordre des facteurs, 

P» = 1 . a . 3 . 4 m. 

Le nombre des permutations de ni objets égale le produit 
des m premiers nombres entiers. 

Applications, i” Combien peut-on former de mots de 
trois lettres avec trois lettres données? C’est le nombre des 
permutations de trois lettres 

P, = 1 . a . 3 = (j. 

2 ° De combien de manières peut-on di.sposei' dix soldats 
en ligne ? C’est le nombre des permutations de dix objets : 

= I . a . 3 . 4 . 5 . () . 7 . 6 . 9. 10 = 36a88oo. 

38, Nous avons déduit la formule des permutations de 
celle des arrangements comme cas particulier. Voici com- 
ment on peut établir cette formule directement. 

On ne peut évidemment donner qu’une disposition à une 
lettre a; ainsi 

P, = I. 
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Avec deux lettres a et t , on jieut former deux penuu- 
tations 


et l’on a 


ab , ba, 

Pj = I . a . 


Si, dans chacune des permutations précédentes, on in- 
troduit la lettre c à. toutes les places, à la fin, au milieu, au 
commencement, on obtient les permutations de trois lettres 
U , A , c , 

abc , acb , cab , 
bac , bca , rba. 


On a formé ainsi toutes les permutations de trois lettres ; 
car une permutation de trois lettres se compose d’une per- 
mutation des deux premières lettres a et 6 à laquelle on 
ajoute la troisième lettre c. La même permutation ne se 
trouve pas répétée deux fois ; car deux permutations quel- 
conques diffèrent, soit par la place de la lettre c, soit par- 
la disposition des deux autres.’ Chacune des permutations 
précédentes donnant trois permutations nouvelles , on a 

P,= P, X3= i.a.3. 

De même, si dans chacune des permutations des trois 
lettres a, b, c, on introduit la lettre d à toutes les places, 
et il y a quatre places, deux intermédiaires et deux ex- 
trêmes, on obtient les permutations des quatre lettres 
a, b, c, d; chacune dés permutations précédentes donnant 
quatre permutations nouvelles , on a , - . 

P» = Pj X 4 = * • a • 3 . 4- 

En continuant le même raisonnement, on arrive à la for- 
mule générale 

Pm — I • 3 . 3 m. 


* 
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Comhinaisotis. 

59. On appelle combinaisons de m objets n à n les dilTé- 
rent.s groupes que l’on peut former avec ces m objets en 
les prenant n à n , de tontes les manières possibles, de façon 
que deux groupes difl'èrent au moins par la nature d’un 
objet. Dans les combinaisons on n’a pas égard à la dispo- 
sition des objets. 

Si l’on a m lettres et que l’on imagine qu’elles repré- 
sentent des (juantités différentes, on peut conce\oir les 
combinaisons do ces m lettres n à n comme les différents 
produits que l’on peut former avec ces m lettres, en les 
prenant n à n de toutes les manièi-es possibles. 

Par exemple, avec les trois lettres a, b, c, prises deux 
à deux, on ne |>eul former que trois combinaisons ^ 

ah, ac , bc , . 

tandis <iue l’on a six arrangements. 

Nous désignerons en général par le nombre des com- 
binaisons de m objets n à n. La formule des combinaisons 
se déduit de celle des arrangements et de celle des permu- 
tations. Imaginons en effet les combinaisons de in lettres 
« à n formées. Si nous donnons aux n lettres qui com- 
posent cliacune de ces combinaisons tontes les dispo.si- 
tions possibles, c'est-à-dire .si nous permutons ces n lettres, 
nous obtiendrons les arrangements de.s tn lettres n à n. 
Nous aurons ainsi tous les arrangements ; car un arran- 
gejn*'nt quelconque est une combinai.son dans laquelle les 
» lettres qui la composent sont disposées dans un certain 
ordre ; et nous n’aurons pas deux fo’us le même : car les 
arrangements fournis pai- une même combiriaison diffèrent 
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par l’ordre des lettres, et ceux qui sont fournis par des 
combinaisons diiïérentes diffèrent au moins par la nature 
d'une lettre. Chatjue combinaison donnant un nombre d’ar- 
rangements marqué par P„, on a 


d’où 


a: = c:xp.; 



et, en remplaçant par les valeurs connues, 

r* »»'W — i)(m — a) (m — n-l i) 

i.a.5 n 

Àpplicationx. Pour appliquer la formule, on écrit d’a- 
bord au dénominateur les n premiers nombres entiers, puis 
on écrit au numérateur îuitant de nombres entiers décrois- 
sants, à commencer par m. 

1° Nombre des combinaisons de 5 objets 2 à 2 , 


2° Nombre des combinaisons de 10 lettres 4 à 4- 


r* -- 

'• 1.2.3 . 4 


= aïo. 


3“ Nombre des combinaisons de 10 lettres 6 à 6 . 


, 10.9.8.7. 6.5 

I. a. 3. 4 . 5 . 6 


1 . a . 3 . 4 


aïo 


h" Le nombre des combinaisons de m lettres une à une 
• est m, ce qui est évident d priori. 
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5 ° Le nombre des combinaisous de m lettres m à m est 

" i.a .3 m 

11 est évident eu efl'et que si l’on prend toutes les lettres , 
on ne peut former (ju’une seule combinaison. ’ 

âO. Probabilité. Ou appelle probabilité d’un événement 
le rapport du nombre des cas favorables au nombre total 
des cas possibles, lorsque tous ces cas .sont également 
possibles. Je suppose qu’une urne renfei-nie 1 2 boules , 
7 blanches et 5 noires. On tire une boule au hasard , et 
l’on demande la probabilité pour chaque couleur. 11 y a 

1 2 cas possibles et également possibles : 7 pour les blan- 
ches, 5 pour les noires. La probabilité est donc ~ pour 

la sortie d’une blanche, pour la .sortie d’une noire. 

l,a loterie ,se composait de 90 numéros; à chaque tirage 
il en sortait 5 au hasard. Une |>ersonne désigne un nu- 
méro, par exemple, le numéro 20; .si le numéro désigné 
se trouve parmi les 5 numéros sortants, la personne a ga- 
gné, .sinon elle a perdu. C’est là ce qu’on ap{K*lait prendre 
un extrait. Il est facile d’évaluer la probabilité. Puisqu’on 
tire 5 numéros à chaque fois, le nombre des cas possibles 
est le nombre des combinaisons de 90 numéros 5 à 6, 


c;.= 


90 . 89 . 88 . 87 . 86 

I ."a . 3 . 4 . 5 ■ 


l.es ca.s favorables sont les combinai.sons qui contiennent 
le numéro désigné 20; pour les former, imaginons que 
l’on ôte ce numéro 20 et que l’on combine les 89 autres 
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numéro.s t\kl\, puis que l’on ajoute à chacune de ces coin- 
binai-sons le numéro 20 ; on aura de cette manière toutes 
les combinaisons qui contiennent le numéro 20. Ainsi , le 
nombre des cas favorables est le nombre des combinaisons 
de 89 numéros kl^, 

I 89 . 88 . 87 . 86 
~ I. 2..'Î.4“ ' 

La probabilité de la .sortie d’un numéro désigné ou le 
rajiport du nombre des cas favorables au nombre total des 

5 I 

cas posisibles est le quotient de C*, par soit ~ ou 

Ainsi, sur 18 cas possibles, il y en a 1 favorable à la per- 
sonne qui prend l’extrait, et 17 pour la loterie. 11 faudrait 
donc parier i contre 17. La loterie, au lieu de donner 
1 7 fois 4 nitse , ne donnait que 1 5 fois. 

Lorsqu’on désigne deux numéros, on prend ce qu'on 
appelle un ambe; si les deux numéros désignés sont tons 
deux parmi les cinq numéros sortants, on a gagné; sinon 
on a perdu. Les cas favorables sont les combinaisons qui 
contiennent les deux numéros désignés; on les formerait 
en combinant les 88 autres numéros 5 à 5. et ajoiitant 
à chacune des combinaisons les deux numéros désignés. 
Ainsi, la probabilité de la sortie d’un ambe est le rapport 
A 5 2 

de CL h C‘ , soit — ou - — . Il faudrait donc parier 2 
“ 8g.(jo 801 

contre 799 ou 1 contre 099 ^ ; la loterie ne donnait 

que 270 fois la mise. 

On trouvera de même que la probabilité du terne est 

— -nr, CÆlle du qualerne - — La loterie ne donmait 
11748 .011008 
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que 55 oo fois la mise pour le terne, 76000 fois pour le 
quateme. 

Al. Nous allons démontrer sur les combinaisons deux 
théorèmes qui nous seront utiles par la suite. 

tuËüRÈME 1 . Le nombre des combinaisons de m objets u 
à n est égal au nombre des combinaisons de ces m objets 
m — n à ra — n. 

Supposons en elTet que l’on ait m numéros dans une 
urue ; si l’on eu tire n , il en restera m — n dans l’ume ; 
ainsi à chaque combinaison de n numéros correspond une 
combinaison de m — n , et réciproquement. On a donc 

On peut d’ailleurs vérifier aisément l’égalité des deux 
nombres 

m(m — 1 ) . . . . . (m — » -f- « ) 

1.3.5 n ’ 

m(m — i) (b + i)^ 

1.3.5 (m — n) ’ 

car si l’on multiplie les deux termes de la première fraction 
par le produit 1.2 (m — «), les deux termes de la se- 
conde par 1.2 n , les dénominateurs deviennent égaux 

et l’on a au numérateur le produit des nombres entiers 
cousécutils de 1 à m ; il vient de la sorte 

C" = T. 

* 1.3 nx 1 . 3 {m — n) 

Far exemple, le nombre des combinaisons de 5 objets 
A à 4 égal au nombre des combinaisons de 5 objets 



Digilized by Coogle 


CHAP. m. COMBINAISONS. 


6.3 


1 à 1 , le nombre des combinai.sous de 5 objets 3 à 5 est 
égal au uüinbre des conibinaison.s « à y. 

42. Théorème II. Le nombre des combinaisons de in ob- 
jets n à 11 est é(jal au nombre des combinaisons de ni — i 
objets n à n, plus le nombre des combinaisons de ni — i 
objets II — 1 ô n — i. 

En effet, les combinaisons de m lettres a, b, e, k, 

prises n à n, peuvent être distinguées en deux catégories , 
celles qui ne contiennent pas une certaine lettre k et celles 
qui la contiennent. La première catégorie se compose évi- 
demment des combinaisons des mi — i premières lettres n 
à n. On obtiendra celles de la seconde catégorie en formant 
les combinaisons des m — i premières lettres n — i à n — i , 
et ajoutant à chacune d’elles la lettre k. On a donc 

C = c;L. + Gr.- 

On peut aussi vérifier facilement cette égalité au moyeu 
de la formule des combinaisons. 

Ear exemple le nombre des combinaisons de 7 objets 3 à 
5 est égal au nombre des combinaisons de G objets 3 à 3 , 
plus le uombre des combinaisous de C objets y à a. 


OÉVELOPPEMENT DES PllSSANCES E.NTIÈRES ET POSITIVES 
d’un binôme, terme CÉ.NÉHAE. 

43 . Ou sait que le produit de deu.\ polynômes est égal 
à la somme des produits obtenus en multipliant chacun des 
termes du multiplicande par chacun des termes du multi- 
plicatemv Eu géuéral , le produit de plusieurs polynômes 
est la somme des produits obtenus en prenant de toutes les 
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manières possibles un terme dans chacun des polyndmes 
proposés. 

Proposons-nous d’abord d’effectuer le produit des m fac- 
teurs binômes 

(x-f-o)(a;-|-6)(a;-f c) {x + h) (x k) , 

en l’ordonnant par rapport amx puissances décroissantes de x. 

Le produit de ces m facteurs binômes est la somme des 
produits obtenus en prenant de toutes les manières possi- 
bles un terme dans chacun d’eux. Si l’on prend les m pre- 
miers termes , on obtient le premier terme x™ du produit. 
Si on prend le second terme a dans le premier facteur bi- 
nôme , et le premier terme x dans tous les autres , on ob- 
tient le produit ox’"“* qui est du degré m — i ; prenant de 
même le second terme b dans le second facteur binôme et 
le premier terme x dans tous les autres , on a ; en un 
mot, le second terme de l’un quelconque des facteurs bi- 
nômes , combiné avec les premiers termes de tous les au- 
tres, donne au produit im terme en Réunissant tous 
ces termes du degré m — i , on voit que x"~' a pour mul- 
tiplicateur la somme des m quantités a, h, c, k, somme 

que pour abréger nous désignerons par S,. Ainsi le second 
terme du produit est 

Prenons maintenant les seconds termes dans deux quel- 
conques des facteurs binômes , et les premiers dans tous 
les autres, nous formerons les termes du degré m — 2, tels 
que abx”^, acx’'~*, bcx^', etc. Si nous réunissons tous 
ces termes , nous voyons que mis en facteur com- 
mun , sera multiplié par la somme des combinaisons deux 

à deux des m letti'cs a, b, k. Désignons par S, la somme 

de ces combinaisons, le troisième terme du produit sera 
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En prenant de même les seconds termes dans trois quel- 
conques des facteur^ binômes et les premiers dans tous les 
autres, on formera les termes du degré m — 5, tels que 
abcx’*-*, abdx'*~*, etc. Réunissant ces termes en un seul , 
et appelant S, la somme des combinaisons trois à trois des 

lettres a, 6, k, on obtient le quatrième terme S,x"~* 

du produit 

En général , si l’on prend les seconds termes dans n quel- 
conques des facteurs binômes et les premiers dans les 
m, — n autres , on forme les termes du degré m — n ; réu- 
nissant ces termes et représentant par S, la somme des 

combinaisons n à n des m lettres a, b, , on a le terme 

général du produit 

Les termes du premier degré s’obtiennent en prenant 
les seconds termes dans tous les facteurs binômes , excepté 
un , et le premier dans cet autre ; ces termes réunis don- 
nent l’avant-demier terme du produit S«_,x. Enfin le pro- 
duit abc k des seconds termes de tous les facteurs bi- 

nômes, produit que nous désignerons par S., donne le 
dernier terme du produit demandé. 

Ainsi le produit des m facteurs binômes se développe de 
la manière suivante : 

x"-t- S,x— ’ -t- -I- ... -I- S«-, a? -f S.. 

AA. Supposons maintenant que les quantités a, b, c A, 

soient égales entre elles, le produit des m facteurs binômes 

(x oj (x -t- 6) (x -1- c) (x + k), 

devient (x-t- a)’". Voyons à quoi se réduit le développe- 
ment : la somme S, des quantités a, b, c k se réduit à 

ma , puisque chacune de ces quantités devient égale à a et 

5 
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qu’il y en a m. La lettre S, désigne la somme des combi- 
naisons deux à deux de ces mêmes quantités ; chacune de 
ces combinaisons devient égale à a’ ; et il y en a un nombre 
marqué par le nombre des combinaisons de m lettres deux 

à deux , soit . leur somme S, est donc égale à 

m(tn i) même S. déâgne la somme des combinai- 

i.a » D 

sons trois à trois ; chacune de ces combiasisons devenwit 
égale à o’ et leur nombre étant ^ 


somme égale 


wt(n>— i) (m — s) 
1 . 2.3 


En général S„ désigne la somme des combinaisons n à n 

des frt quantités a, b, c fr; ces quantités devenant égales 

à a , chacune des combinaisons se réduit à a” ; leur nombre 
étant le nombre des combinaisons de m lettres n à u , on a 


S, 


m(m — i)(wt — 3 ) {m — «+») 

I . 3 . 3 . . . . < n 


Enfin , le dernier terme ou le produit des m quantités 

égales a, b, k se rédidt à a". 

On a ainsi la formule 


(t) (x + ar = x'^+~ax' 

wi(m — i)(m- 3) 

1 . 3.3 


, mim — 1 ) , , 

* ' -| — ^ i a*x 


m 


+ ^a--‘a:+a“. 


connue sous le nom de formule du binôme. Elle est très- 
fréquemment employée ; elle sert à former le développe- 
ment d’une puissance quelconque d’un binôme. Le terme 
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général , celui qui occupe le n i* rang dans le dévelop- 
pement , est, comme nous l’avons dit, 


( 2 ) 


— 9) (m — H-4-1) 

1 . 9.3 n 


a X 


Si dans la formule ( 1 ) on remplace a par — a, on ob- 
tient le développement de (« — 0)", 


(x — or = a:*--(Lr—‘- 


mm 


— ilo‘x— • — . 


I . 9 


:o ; 


les signes alternent. 

A5. Remarque i. Dans la formule du binôme , les expo- 
sants de X vont en diminuant graduellement d’une unité 4 
ceux de a vont au contraire en augmentant ; la somme des 
exposants de a et de x dans chaque terme est constamment 
égale à m. 

Le nombre des termes du développement est m -f 1 ; car 
les exposants de x forment la suite des m premiers nom- 
bres entiers , plus l'exposant zéro du dernier terme , 

m, m — i,m — 9, 1,0, 

r 

en tout m -f 1 termes. 

àô. Remarque II. Les coeffidents des termes également 
distants des extrêmes sont égaux. Si l’on écrit la formule 
du binôme en laissant les lettres qui marquent les nombres 
de combinaisons , on a 

(x -1- fl)"* = X- -1- C|,ax"-' + c||,fl*x— • 

+ CjH-’o— ’x’ + g;-' o*-' x + fl-. 

Le premier terme et le dernier ont tous deux pour coefli- 
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cients TuDité, le second tenue et l’avant-demier ont pour 

coeflicients et C„ ; mais , en vertu d un théorème 
démontré (n° 41 ), on sait que ces deux nombres sont 
égaux. De même les troisièmes termes à partir des deux 

extrêmes ont pour coefficients les nombres égaux C„ et 
etc. 

47. Remarque III. Les coefficients se déduisent les uns 
des autres par une loi très-simple : Multipliez le coefficient 
du dernier terme obtenu par l’exposant de x dans ce terme 
et divisez par le rang de ce terme , vous aurez le coefficient 
du terme suivant. 

En effet, nous avons trouvé pour terme général du déve- 
loppement 


wnw— 1 , (m — n4-a)(m — w-f i) . 

1 . a (n — i)n 

le terme précédent est 

ni'm — i) . .... Im — « + ^) 

I . a !n — i) 


On déduit le terme général du précédent en augmentant 
d'une unité l’exposant de a et diminuant d’une unité celui 
de X. Quant au coefficient , on le forme en multipliant le 
coefficient précédent par l’exposant m — i de x dans 
ce terme précédent, et divisant par n, rang de ce terme. 

Exemples. 

Il importe de s’exercer à développer rapidement la puis- 
sance d'un binôme. La règle que nous venons d’indiquer 
facilite beaucoup le calcul. 
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1° (x + a)’ = Jî’ 4 /Ox" aiffl’j:* -f 33a“x‘ 

4- 35a‘x’ aïo'x* 4“ 4" “’• 

Pour passer du second terme au troisième , il faut mul- 
tiplier par 6 et diviser par 2 , ce qui revient à multiplier 
par 5. Pour passer du troisième terme au quatrième , il 
laut multiplier par 5 et diviser par 3; on divisera d’abord 
21 par 3, ce qui donne 7, et on multipliera par 5, ce qui 
donne 35. Le développement contenant 7 + 1 ou 8 termes , 
et les termes également distants des e.xtrèmes étant égaux, 
une fois trouvés les (juatre premiers , on écrira les quati'e 
autres immédiatement. 

2° (x 4- «)' = X* -f- Sax’ 4* 28a*x* 4* 56a’x* 

4- 700‘x* 4- ■‘>Ga’x’ -j- aSo'x’ 4* 8®'^ + ®*- 

Le développement contient 9 termes ; il est nécessaire de 
calculer les cinq premiers , arrivé au terme 7oa*x*, on re- 
marque que les coelTicients se reproduisent. 

3* (x — o)" = x'‘ — nax'®-|- 55a’x* — i65a’x* 

4- 3ôoa‘x'' — 4 — 33oa’'x‘ -|- iCôa'x’ 

. — 55a’x* 4" — ®‘L 

Le nombre des termes étant pair, le dernier terme a le 
signe — , et les termes qui ont môme coefficient sont affec- 
tés de signes contraires. 

4“ (x — a)” = x” — lartx" 66«’x'® — 2900’x® -f-495o*x'' 

, , ' — 7gaa*x'' 924'>‘-r® — yÿ^d'x^ -|- 495o’‘x‘ — aaoa'x* 
-f- G(îu‘“x’ — 1 2a‘'x -|- a”- 

Le développement contenant un nombre impair de termes, 
le dernier a le signe 4 les termes qui ont môme coeffi- 
cient sont affectés du même signe. 
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AS. Remarque IV. Les coeffieienls vont en augmentant du 
commencement jusqu'au milieu du développement et en dimi- 
nuant du milieu à la fin. En elfet, le rapport du coefii- 
cient du terme général 4 celui du terme précédent est , 
comme nous l’avons dit, 

m — n + 1 " . 


C’est par ce rapport que l’on multiplie le coefficient du n* 
terme potu- former celui'du n + i*. Les coefficients vont en 
croissant tant que ce multiplicateur reste supérieur à l’u- 
nité ; ils vont au contraire en décroissant quand ce multi- 
plicateur devient inférieur à l’unité. Posons donc 


m — n 1 


> I 5 


et résolvons cette inégalité par rapport à n (!'• partie, 
n" 109), nous aurons 


n < 


« + 


La fraction ^ * désigne la moitié du nombre des termes 

du développement; ainsi les coefficients vont en croissant 
jusqu’au milieu. A partir du milieu, l’inégalité change de 
sens et les coefficients décroissent. 

Il y a deux cas à distinguer : 1° lorsque m est pair, le 
nombre des tenues m -|- i est impair ; il y a au milieu un 
coefficient plus grand que tous les autres. Ainsi dans le 
développement de (x -f a)", dont nous n’écrivons ici que 
les coefficients 

1 , 8 , aS , 56 , 70 56 , a 8 , 8 , I , , 
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le coefficient 70 est le plus grand ; 2° loreque m est impair, 
le nombre des termes est pair, il y a au milieu deux coeffi- 
cients égaux plus grands cpie tous les autres. Ainsi dans le 
développement de (x -j- a)’, dont les coefficients sont 

I, 7 , ai, 55, 55, ai, 7 , 1 , 


les deux coefficients 55 du milieu sont les plus grands. 

Ce qui précède donne une propriété des combinaisons 
qu’il est bon de remarquer. Ou demande, par exemple, 
de quelle manière il faut combiner huit objets pour avoir 
le plus grand nombre de combinaisons. Il est clair qu’il 
faut les combiner 4 4 ; car les coefficients du développe- 

ment de (x-f fl)", à partir du second, sont les nombres 
de combinaisons que l’on peut former avec 8 objets, en les 
combinant 1 à i, 2 à a, 5 à 5 , etc... ; le plus grand coeffi- 
cient étant le cinquième , il en résulte que le nombre des 
combinaisons des 8 objets 4^4 surpasse les autres nom- 
bres de combinaisons. De môme , avec 7 objets , on obtient 
le plus grand nombre de combinaisons en les prenant 3 à 3 
ou 4 A 4 < 

49. Remarque V. Si dans le développement de (x a)* 
on fait X = I et a = 1 , chaque terme se réduit à son coef- 
ficient, et l’on a 


. , m , fn(m — 1) 

a = 1 H 

I 1.7. 


+ >• 


Ainsi la somme des coefficients du développement est égale 
à a". 

En retranchant le premier coefficient qui ne désigne pas 
tm nombre de combinaisons , on en conclut que le nombre 
total des. combinaisons que l’on peut fairé avec m objets , 
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en les prenant de toutes les manières possibles, est s" — i , 

c + cL-i-c;: — ,+c: = 2--,. 

développement de (a -j- ty/ — l)". 

50. Nous avons dit (Impartie, n° 140) que l’on appelle 
quantité imaginaire une expression de la forme a-{-b\/ — i 
ou de la forme a + bi (la lettre i étant adoptée potm dési- 
gner le symbole y/ — i) , dans laquelle les lettres a et b 
représentent des quantités réelles quelconques positives ou 
négatives. On a étendu aux quantités imaginaires les règles 
ordinaires du calcul algébrique , comme si la lettre i dési- 
gnait une quantité réelle , en convenant de remplacer dans 
les résultats i’ par — i . 

D’après cette convention , commençons par former les 
puissances successives de i. On a d’abord i' = — i, La 
troisième puissance t’ étant égale à la dcuxièirie r multiplié 
par i , il vient 

i’ = i* X t =— I X » = — •. 

La quatrième étant égale à la troisième multipliée par i. on 
a de mènic 

= e* X « = — » X i = — i’ = — ( — i ) = -f i , 
et ainsi do suite 

I» = t* X i = « , 

X • = I X i =• t’ = — I . 

On obtient de la sorte la série des puissances 

.'> = 4-1, = t’ = — 1, = — '• 
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La quatrième puissance i* étant égale à t", il est clair que 
les mêmes résultats se reproduisent périodiquement de 4 
en 4) et l’on a en général 

Les puissances paires sont réelles , les puissances impaires 
imaginaires. 

51. Si, d’après 'la convention générale sur le calcul des 
quantités imaginaires , on applique la formule du binôme 
au développement de (a + bi)”', on a 


(o 4* 5»)" = a" 4 bi 4- 





En remplaçant les puissances successives de i par les va- 
leurs trouvées précédemment , il vient 


, , I » » , m mlm — 

la bti =-a 4 — “ ^ 

I I . 




m{m— i)(m — -j) 
1 . 3.5 


bH 


les termes sont alternativement réels et imaginaires. Réu- 
nissons enfin les termes réels et les termes imaginaire.s , 
nous aurons 


(a4-oi) = a 


+ 


maT~'b 


-•J b‘+ 

a 1 • a . 5 . 4 

— I Um — Q 


m{m — i)(m — aj 
1 . a .5 


ar-*b^ 4- . -. . . .Ji. 


Dans chaque parenthèse les termes sont alternativement 
positifs et négatifs. Si l’on désigne, par A et B les valeurs 
de ces deux parenthèses , on voit que le développement de 
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(fl + bi)" est une quantité imaginaire de la fonne ordinaire 
A + Bt. 

11 est clair que le développement de (a — bt)" ne diffère 
de celui de ( a -f bi)" qu’en ce que le signe de i est changé. 
Nous avons trouvé 

(rt -|- bi)" = A Bi ; 

il en résulte 


(o — bi)" = A — Bi. 


Applications. 

1* (i +i;' = 1 -f- 5i — 10 — loi-j- 5 + i = — 4 — 4'- 
' (' — •')’= — 4 + 4i- 

3“ (3 + 2i)'=3* + 6.3’.2i— i5.3‘.a’— 20.3’.2>»+ i5.3*2‘ 

. -t-6.3.2'i = — 2 o 35 — SaSi. 

4“ (5 — ai)* = — ao55 -4- 8a8i. 

Limite Atas laquelle tend +~] » quand m croit 
AU DELA de toute UMITE. 

52. Nous allons d’abord démontrer deux lemmes qui 
nous serviront dans la question proposée. 

Lemue 1. La limite de la somme d’un nombre fini de gran- 
deurs variables est égale à la somme de leurs limites. Soient 

A, B, G, L,m grandeurs variables qui tendent si mulr 

tanément vers les limites a,b,c, l. Si l’on appelle 

a, f X, les différences des grandeurs proposées à 
leurs limites, on a 

A = a + “» 

B = 6 + P, 

C==c + Y> 


L = / + X. 
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En additionnant ces égalités et déâgnani par 8 la somme 
des grandeurs variables et par s celle des limites, il vient 

s=»-i-(« + p + -r+ + M- 

Appelons p la plus gramle des dilTérences a, en 

valeur absolue ; leur somme sera moindre que mp. Or le 
nombre m restant fini , et la quantité p devenant plus pe- 
tite que toute quantité donnée, puisque toutes les diffé- 
rences tendent vers zéro, le produit wip deviendra aussi 
plus petit que toute quantité donnée ; donc la somme S tend 
vers la limite s. 

Lemme II. la limite du produit d'u» nombre fini de fae- 
teurs variablei est égal au produit de leurs limités. 

En conserv'ant les mômes notations que précédemment , 
nous avons les différences 

' A — O = a, 

n-b = ?, 

C — c = Tf, 


L — I = X. 

Multiplions les deux membres de la première égalité par 

BC L, ceux de la seconde par aC..,.. L, la troisième 

par a6D...., L, enfin de la dernière par bc ,ft , ce 

qui donne 



ABC... 

,..L— oBC.. 

...L = aBC.. 

..L , 

1 

aBC.. 

,..L — a6C.. 

,..L = p«C.. 

..L,‘ 


aÔC.. 

...L — aècD.. 

,..L = «6D.. 

..t, 

• • 


o6c... 

..jkL — abc... 

,..U 

• • 

...*. . 
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Si l’on ajoute toutes ces égalités, on voit que les quantités 
intermédiaires se détruisent ; il vient 

ABC L — abc t = aBC L + paC L + 


Chacun des produits BG L, aC L, , conservant 

une valeur finie , on voit que le second membre est la somme 
de m quantités qui tendent vers zéro ; donc leur somme 

tend vers zéro, et le j)roduit ABC L a pour limite 

abr l. 

Mais il est nécessaire , pour que ces propriétés subsistent, 
que le nombre des parties de la somme , ou le nombre des 
facteurs du produit, soit fini. Soit, par exemple , la somme 
des m quantités 




chacune d’elles tend vers zéro quand m augmente indéfini- 
ment; mais le nombre des parties devenant infiniment 
grand , on ne peut plus dire que la limite de la somme est 
la somme des limites, ce (jui donnerait ici zéro ; et en effet 
cette somme est égale à a. 

De même l’expression ( > + — ) désigne le produit de 


m facteurs égaux à i + — ; chacun de ces facteurs devient 

égal à l’unité quand m augmente indéfiniment ; la limite du 
produit n’est pas égale au produit des limites , c'est-;\-dire 
à l’unité, parce que le nombre des facteurs devient infini. 
C’est cette limite que nous nous propo.sons de déterminer. 


53. En développant la puissance 
mule du binOine. il vient 



par la for- 
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,+ i.) 

»«/ I W 1 , 


mlm — i) I 
, a m‘ 


mm — > )|m — a) 


1.3.0 


m' 


+ 


m(m — i) (m — «+i) i 


. a 


m 


+ 


Remarquons que dans chaque terme l’exposant de m est 
égal au nombre des facteurs du numérateur; on divisera 
donc par cette puissance de m, en divisant par m chaque 
facteur du numérateur ; on a ainsi 


(1) (.+^) =.+^ + \^ + 
\ m/ 1 1.2 


, , i-ii) , (-s) (-s) 


1 . a . 3 


+ 


(-=i') 


+ R. 


Nous avons écrit les n -f i premiers termes du développe- 
ment , et nous avons appelé R la somme des termes sui- 
vants. 

Comparons ce développement à la série connue (n° 30) , 


( 2 ) 


«+- + — + + 

I i.a 1.3.0 


+ R', 


dont nous écrivons également les n -j- • premiers termes , 
appelant R' la somme des termes suivants. Il est visible que 
les termes du développement (1) sont moindres que les 
termes correspondants de la série (2) , puisque les dénomi- 
nateurs sont les mêmes de part et d’autre, et que les nu- 
mérateurs des premiers sont inférieurs à l’unité, four cette 
raison , et aussi parce que dans R il y a un nombre fini de 
termes, taudis que dans H' il y a un nombre infini, on con- 
clut que R est inférieur à R'. 

Laissant n fixe , supposons que m augmente indéfiniment, 
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le développement (i) contenant un nombre fini de termes . 
savoir n , en vertu du lemme I , la limite de la somme 
égale la somme des limites de ces différents termes. Le nu- 
mérateur du troisième terme a évidemment pour limite 
l’unité ; de même celui du quatrième ; en général , le nu- 
mérateur d’un terme quelconque, étant le produit d’un 
nombre fini de facteurs dont chacun se réduit à l’unité , a 
pour limite , en vertu du lemme II , le produit des limites 
de ces différents facteurs, c’est-à-dire l’unité. Si l’on désigne 


par X la limite vers laquelle tend la quantité > et 

par R, celle vers laquelle tend le reste R, on a 


( 3 ) 


1 i.a i.a.j 


I.3...R 


Le reste R étant inférieur ^à R', si grand que soit m, 
la limite R, de R' sera au plus égale à R. Dans l'expres- 
sion (3) , qui est tout à fait indépendante de m , nous pou- 
vons maintenant supposer que n devienne de plus en plus 
grand ; alors le second membre se prolongera de plus en 
plus ; la quantité R, , qui est au plus égale à R', tend vers 
zéro ; on obtiendra donc la série elle-même. On a ainsi 


x = i-f . . 

I i.a 1.3.5 


Il résulte de là que la limite de 




est le nombre 


incommensurable e que nous avons appris à calculer., 

1 

54. L’expression (i 4-«)® fend vers la même limite, 
quand a tend vers zéro. Ceci est évident, si la quantité 

très-petite a est une fraction de la forme —, m étant un 

m 
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nombre entier très-grand; car, dans ce cas, l’expression 

(i 4-a)» devient -f . 

En général la quantité très-petite a sera comprise entre 

deux fractions de la forme ~ et — ^ — , et l’on aura 

m m-f 1 

1 1 
i— < a < -. 

L’exposant - très-grand sera alors compris entre les deux 

a 

nombres entiers consécutifs »» et m -1- 1 , de manière que 
l’on ait 

«< - < ,OT 1 . 

tt 

X 

Si dans l’explosion proposée (i 4 a)“ on remplace la 
quantité i 4 « par la quantité plus grande i 4 ^ ot 

l’exposant - par l’exposant plus grand m 4, • > o» “ug- 

Cl 

mente la valeur de l’expression , et l’on' a 

Au contraire, si l’on remplace la quantité i 4* ptu* la 
quantité plus ^titç i 4 l’exposant ^ pw l’expo- 

sant plus petit m, on diminue la valeur de l’expression, 
et l’on a 

<‘+*)“>('+sirr) • 
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ÛD obtient ainsi les inégalités 

('H — x~) <(•+“)*<(• H — ) > 

ou, par des transformations convenables, 

(■+ ■ 


m + I 


w+l 


1 + 




tn + 


Lorsque la quantité a tend vers zéro , le nombre entier m 
augmente indéfiniment; chacune des quantités 

et H ^ tend vers la limite e; d’ailleurs le di- 

\ m+ 1 / 

viseur i -I î; — , de même que le multiplicateur i 4- — , 

m + I m 

devient égal à l’unité. Les deu.x quantités extrêmes tendent 

i 

ainsi vers la môme limite e; donc la^ quantité (i + “)*» qui 
est comprise entre elles, tend aussi nécessairement vers 
cette même limite. 

Nous avons supposé dans ce qui précède la quantité « po^ 

sitive, supposons- la maintenant négative; en mettant le 

_ 1 

signe en évidence, on a à considérer l’expression (i — ») 

La quantité i — a moindre que l’unité peut se mettre sous 

la forme — ^ — r, o' étant une quantité positive. De l’égalité 
1 -1- a 


«+»" 


on déduit 
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et, en substituant, 

I 

(i — = =(i + «'j‘'^“' = (i+“)«'X(i + a'). 

X 

Quand a' tend vers zéro, la quantité (i + a')*' tend vers e, 
tandis que le multiplicateur i + a' tend vers l’unité ; donc 

la quantité (i — a) “a pour limite e. 

I 

Ainsi, quel que soit le signe de a, l’expression (i + ») “ tend 
vers une limite égale à e, quand a tend vers zéro. 

SOMMATION DES PILES DE BOULETS. 

Triangle arithmétique. 

56. On appelle triangle arithmétique, ou triangle de 
Pascal, le tableau suivant qui renferme les coefficients des 
puissances successives du binôme : 

I 1 ' 

I a I ■ 


3 

3 

1 






4 

6 

4 

1 





5 

10 

10 

5 

I 




6 

i5 

ao 

i5 

6 

1 



RR 

/ 

ai 

35 

35 

ai 

7 

1 


8 

a8 

56 

70 

56 

aS 

S 

I 

9 

36 

84 

ia6 

ia6 

84 

36 

9 • 

10 

45 

lao 

a 10 

a5a 

aïo 

lao 

45 10 


6 
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La première ligne horizontale renferme les coefficients 
de la première puissance du binôme x +'a , la deuxième 
les coefficients du développeipent de (a; + o) * » 1* troisième 
ceux de (x + a) ’ ; en général la m* ligne horizontale ren- 
ferme les coefficients du développement de (x -j- a)”*, c’est- 
à-dire en mettant à part le premier coefficient i , les nom- 
bres de combinaisons de m objets , pris i à i , 2 à 2 , etc. 

Eu faisant abstraction de la colonne des unités, on voit 
que la première colonne verticale contient les nombres de 

combinaisons une à une de j , 2 , 5, objets, la secotule 

les nombres de combinaisons deux à deux de 2 , 5, 4 . ••••■ 
objets; en général la n' colonne (toujours abstraction faite 
de celle des unités que l’on ne compte pas) contient tes 

nombres de combinaisons n ànde n,n-(-i,n-t- 2 , 

objets. 

En un mot la m' ligne horizontale renfenne les nombres 
de combinaisons de m objets, la 71' colonne verticale les 
nombres de combinaisons 71 à 77. Ainsi le nombre placé à 
l’intersection de la tti' ligne horizontale et de la n' colonne 
verticale est 

Chaque nombre du triangle arithmétique égale le nombre 
placé au-dessus de lui, plus le nombre placé à gauche de 
ce dernier. Ainsi le nombre 35 de la 7' ligne égale le 
nombre 20 placé au-dessus de lui, plus le nombre i5 
placé à gauche de 20 . Ceci résulte de la relation 


c: = CL, + c; 


tpie nous avons démontrée ir 3q ; CL, ®st effectivement 
placé au-dessüs de dans la même colonne verticale , et 
cL, est placé à gàuche dé cL, dans la même ligne hori- 
zontale. 
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Gettc propriété sert à la formalioH du tableau : suppo- 
sons écrites les ü'ois premières lignes, on dira .ï et i font 4 , 

3 et 3 font 6, i et 3 font l^ ; écrivant à la suite rmiité, on 
aura la cpiatrièmc ligne. On dira de même 4 et • font 5 , 

6 et 4 font 10, 4 et fl font lo, i et 4 font 5, et l’on écrira 
à la suite l’unité, ce qui donne la cinquième ligne, et ainsi 
de suite. Chaque ligne horizontale sc déduit de la ligne 
précédente. 

ôd. Théorème. La somme des m premiers nombres d'une 
colonne verticale quelconque est le m° nombre de la colonne 
suivante. 

{ En d’autres termes, le m' nombre d’une colonne ver- 
ticale quelconque est la somme des m premiers nombres ' 
de la colonne précédente ; ceci résulte de la loi de forma- 
tion du tableau. Considérons, par exemple, le nombre 50, 
sixième nombre de la troisième colonne (on fait toujours 
abstraction de la colonne des unités) ; ce nombre égale 2 1 
plus 5.V, mais 35 égale i5 plus 20, 20 égale lo plus 10, 
10 égale (i plus 4 . 4 égale 5 plus 1 ; on a donc 

50 = 21 i5-}- io-t-6-}-5-l- 1; 

V 

doue ce nombre 56 est la somme des six premiers nombres 
de la deuxième colonne. 

A l’inspection du tableau on voit que le pi-emier nombre 
de la n' colonne verticale sC trouve dans la n' ligne hori- 
zontale; le second dans la n-|- 1*5 le lioisième dans la 
n -f 2'. En général le m' nombre de la n* coloimo ver- 
ticale se trouve dans la m n —* I ligne horizontale; o’est 
donc 

,, _ — 2) m 

1.2.3 H ‘ 
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• . ' * " 

* • ' 1 . 

i) (m-fw — >) . 

1 , 3 ... ..n . 

Pih triangulaire. 

o~. (lonsidéi oiis un li iangle éffuilatéral fonné de bou- 
lets disposés coiiimc l'indique la figure. La première ligne 
contient i boulet , la seconde 3 , la troi- 
sième 5 , . . . . . la dernière ni. Le nom- 
bre total de.s boulets contenus dîtns le 
triangle est la somme des m premiers 
nombres de la jiremière colonne verti- 
cale du triangle arithmétique ; cette 
somme est le m’ nombre de la seconde colonne , soit , en 
faisant n = 2 dans la formule (1) , 

, i 

m(m 4 - 1) 

1.2 

Ainsi les nombres 1 , 3 , 6 , de la deuxième colotone 

verticale du triangle aritlimétique «ont les nombres dits 
Iriatigulaires, c’cst-à-<lire les nombres de boulets contenus 

dans les triangles équilatéraux ayant i , 2 , 5 boulets 

de côtés. 

Une pile de Iroulets triangulaire a pour base un triangle 
équilatéral ayant m boulets de côté ; sur la base est placé 
un autre triangle ayant m — 1 boulets de côté; sur celui-ci 
un triangle ayant m — 2 boulets de côté , et ainsi de suite 
jusqu’au sommet qui est formé d’un seul boulet. Si l’on 
descend du sommet à la base, on voit que la pyramide se 
compose des m premiers nombres triangulaires, lesquels 
sont inscrits dans la deuxième colonne verticale du triangle 



84 

ou 


( 1 ) 
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de Pascal ; le nonibre total des boulets contenus dans la 
pyramide est la somme des m premiers nombres de cette 
deuxième colonne verticale ; cette somme est le m* nombre 
de la troisième colonne , ou , en faisant n = 5 dans la for- ■ 
mule (l) , 

m(m -|- i) (wi -f a) 

I . a . 3 

Par exemple, si la pyramide a 8 boulets de côté à la 

base, elle renferme ou lao boulets, 

i.a.d 

58. Considérons une pyramide ayant pour base un carré 
de m boulets au côté; sur la base est placé un autre carré 
ayant m — i boulets au côté , et ainsi 
de suite jusqu’au sommet formé d’un 
seul boulet, l a pyramide est la .somme 
des carrés des .« premiers nombres en- ' 

t 

tiere. On peut décomposer le carré de 
base, comme l'indique la figure, en 
deux triangles équilatéraux ayant , le premier m boulets au 
côté, le second m — i ; si l’on imagine chaque carré dé- 
composé de la même manière, on voit que la pyramide 
carrée est la réunion de deux pyramides triangulaires ayant, 
la première m boulets au côté de base, la seconde m — i. 

Le nombre des boulets contenus dans la pyramide carrée est 
donc la somme des nombres de bouleUs 

m[m -f- i) (m 4-a) , (m — i)w(m4- i) 

. i.a.3 _ i.a.3 . 

contenus dans les deux pyramides triangulaires, soit, en 
simplifiant , 

m(m-t- i)(am-|- i)’ 

0 



I 
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<Ætte formule donne la somme des carrés des m pre- 
miers nopibres entiers, l'an exemple , la somme des çaiTés 
(tes 10 premiers nomt^res entiers es^ 

Pile à base rectangulaire. 

59. Imaginons une pile ayant pour base un rectangle de 
m boulets d'un côté sur n de l'autre, m étant plus grand 
(jue n ; sur la base est placé un rectangle de m ^ i bou- 
lets sur n — 1 ; et ainsi de suite ; la pile 
SC termine , non plus par un boulet igolé , 
mais par une ligne pu arête de m — n + • 
Imidels. Nous pouvons décomposer le rec- 
tangle de base mn en un carré n’ ayant n boulets de côté 
et un rectangle ayant m — n Imulets d’uu côté 

sur n de l’autre j dr' niêine le rectangle (w— i)(m — i) 
placé au-dessua se décomposera en un carré (» — i)’ et 
un rectangle (m — n)(n — i)} le rectangle suivant en un 
carré (n — a)’ et un rectangle (m -^n) (n — a) , et ainsi de 
suite. Un i-ectangle quelconque (m — A)(n — A) se décom- 
posera en im carré (n — A)’ et un rectangle (m — nl(n — A), 
et il est à remarquer que ce seœnd rectangle a iiti çùté 
constant tn — n comme étant la différence des deux côtés 
m — A et n — A du premier, La pile rectangulaire se cojn- 
|K)se ainsi d’une pyramide carrée ayant n boulets de côté 
à la base et d’une somme de rectangles 

(m — n) 1 -f (m — n) a -(-(m — n')3 + (m — nm; 

la pyramide canée contient 

Wrt -f- i)fan -|- i) 

____ 
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boulets, comme on l’a vu précédemment; pour évaluer la 
somme des rectangles , on mettra m — n en facteur com^ 
inun,ce qui donne 


(m-^n) {i -f- 3 + 8 


+ «) 


(»» — w)n(n-l- ') 

a 


En ajoutant ce nombre nu précédent et simplifiant, on 
trouve pour le nombre des boulets contenus dans la pile 
rectangulaire 

n(n+ i) (5m — n+ 0 

6 ■ 


60. Comme dernière application du triangle arithmé- 
tique , cherchons la somme des cubes des m premiers nom- 
bres 

,>_(_2»-|-3’ -f-m’. 

Un cube quelconque m’ peut s’écrire 

m’ = m(m’ — i)-(-m=im — i)m(m-f- i)-f-m 

1 . 2,3 

Le nombre est le m — s* nombre de la 

troisième colonne verticale du triangle arithmétique. La 
somme des cubes des m premiers nombres égale donc six 
fois la somme des m — i premiers nombres de la troisième 
colonne, plas la somme des m premiers nombres. La 
somme des m — i premiers nombres de la troisième colonne 
est le m — i* nombre de la quatrième colonne, soit en 
remplaçant m par m — i et'n par 4 dans la formule (1) 

(m — I )m(ff» I ) (m -|- a) 

i.a.3.4 ' 
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On a ainsi pour la somme des cubes des m premiers nom- 
bres 

{m — i)m(m -j- i)(m -f- a) , »n^-|-i) fn’(fn-f-i)* 

4 + I - 4 • 

il en résulte que la somme des cubes des m premiers nom- 
bres égale le carré de la somme de ces m premiers nom- 
bres. 
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CHAPITRE IV. 

UES LOGARITHAteS ET DE LEURS USAGES. 


EN FORMANT TOUTES LES PUISSANCES d’UN NOMBRE QUELCONQUE 

POSITIF, PLUS GRAND OU PLUS PETIT QUE 1 , ON PEUT REPRO- 
DUIRE TOUS LES NOMBRES. 

61. Leuhe 1. Le$ puissances successives d'un nombre plut 
grand que l'unité vont en croissant et deviennent plus grandes 
qu'une quantité donnée. 

Soit a une quantité positive supérieure à l’unité. On voit 
d’abord que ses puissances successives vont en croissant ; 
car on obtient en multipUant a"* par a ; le multiplica- 
teur a étant plus grand que l’unité, le produit a”^' est plus 
grand que le multiplicande a”*. 

Posons a = 1 -H a ; je dis que la différence entre deux . 
puissances successives est plus grande que « , car on a 

a-+‘ _ O* =a*(a — I ) = a'"» ; 

le multiplicateur <i" étant supérieur à l’unité , la quantité 
a’"* est plus grande que <x. 
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Si l’on ajoute les inégalités 

a — 1 = a 
o’ — a > a 
a* — fl*>a 


il vient 
ou 


• • ^ f » ■ 

a“ — o"“' > a, 


o" — I > ma 
a" > 1 4~ Wa. 


Pour rendre la puissance a" plus grande qu’une quantité 
ilQnnée A, il sqUit évidequneot de rendre le quantité 
I + fM« plqs grande que cettq quantité \ qr déterminera 
donc l’exposant m de manière à eatjafairc ^ l'inégalité 


I + ma > A ; 

d’oé 

A — 1 
m > . 


A 1 

Ainsi , lora^e J’exposant tp surpasse — ~ — , il est certain 

que la puissance «■" devient supérieure i, Iq quantité A , 
si grande qu’elle soit. Donc les puissances du npmbre a 
• augmentent indéfiniment. 

Soit, par exemple, i,i; on peut afHFmer que a** 

sui-passera looo si m est pluq gp’tmd que ^02 ou que 9990. 

0, 1 

^aie qn n’a paa ainsi Ips plqa petitqa puissappes do q supé- 
rieures à 1 000. 
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02. Lemme II. Les puissances succetsices d’ unnombre plus 
petit que l'unité vont en décroissant et deviennent plus pe~ 
tites qu'une quantité donnée. 

Le uombfe q, étant inférieur à l’unité, peut être repré- 

I 


senté par 


■ + «’ 


et l'on a 



Quand l’exposant m croît indéfiniment , le dénominateur 
augmentant indéfiniment , la fraction diminue et tend vers 
aéro. 

03. Lemme III. La racine d’un nombre supérieur à l'unité 
est supérieure à l’unité , et l'on peut prendre l'indice du ra- 
dical asses grand pour que la racine diffère de l'unité d'une 
quantité moindre qu'une quantité donnée. 

.Soit fl un nombre supérieur h l’unité. Je dis d’alwrd 
* /” * • 

‘ f[ue y a surpasse runité ; cai’ un nombre plus petit cpie 
l’unité , élevé à la n' puissance , ne pourrait reproduire le 

nombre a plus grand que l’unité. Nous voulons rendre \/a 
inférieure .'i i + “ i “ étant une quantité donnée très-petite ; 
il s’agit donc de satisfaire à, l’inégalité 


ou h la Buivauip - . 

Or, en vertu du lemme I , si petit que soit a , on peut tou- 
jours prendre l’exposant n assez grand pour que (i 
surpasse q, 

On veut , par ex^ple , que ^ a diifère de runité de 
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2 1 

moins de o,oo i . On prendra n plus grand que , c’est- 

^ 0,001 

à-dire plus grand que looo. 

Corollaire. Toute puissance fractionnaire d’un nombre 
plus grand que l’unité est plus grande que l’unité. Car 

a" signifie ; le nombre o étant supérieur à l’unité , sa 
puissance a”' est supérieure à l’unité, et la racine de cette 
dernière quantité est aussi supérieure à l’unité. 

64. Lemme IV. Les racines d’un nombre inférieur à l’unité 
sont inférieures à l'unité , et fon peut prendre l’indice du 
radical assez grand pour que la racine diffère de Vunité 
d’une quantité plus petite qu’une quantité donnée. 

Si le nombre a est inférieur à l’unité , \/ a sera aussi in- 
férieure à l’unité , car un nombre supérieur à l’unité, élevé 
à la n' puissance , ne pourrait reproduire le nombre a in- 
férieur à l’unité; d’autre part, le nombre a, inférieur à 

l'unité, peut s’écrire sous la forme a' étant supérieur à 

l’unité, et l’on a 



Le dénominateur tendant vers l’unité, quand l’indice n du 
radical augmente indéfiniment, la fraction tend elle-même 
vers l’unité. 

Corollaire. Toute puissance fractionnaire d’un nombre 
plus petit que l'unité est plus petite que l’unité. 

65. Théorème. La fonction a' varie d’une manière conti- 
nue, quand x croît d'une manière continue. 
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On appelle fonction en mathématiques • ime expression 
qui contient une -lettre désignant une quantité variable. 
L’expression ax’ — + 5 est une fonction entière de la va- 

riable X. L’expression a* est une fonction exponentielle de x ; 
on la nomme ainsi parce que la variable x est en exposant. 

Nous supposons le nombre a positif et plus grand que 
l’unité. Je dis d’abord que lorsque la variable x croît, la 
fonction a* croît. En effet , si l’on donne .N la variable x un 
accroissement très-petit h , la fonction devient a*^*, et 
éprouve une variation marquée par 

0*+* — o' = aV — ')• 

Mais 0 » est supérieure à l’unité, parce que toute puissance 
d’un nombre a supérieur à l’unité est elle-même supérieure 
à l'unité ; donc la différence — a* est positive , et par 
suite est plus grande que a*. Ainsi, quand a est plus 
grand que l’unité , la fonction a* croît en même temps que 
la variable x. 

Je dis maintenant que l’on peut donner à la variable x 
un accroissement h assez petit pour que la fonction a-” 
éprouve un accrois-seiuent plus petit qu’une quantité don- 
née a. En effet, supposons h plus petit qu’une fraction 

de la forme - , n étant un entier très-grand ; en vertu du 
n 

t 

lemme 111, on peut prendre n assez grand pour que a" 
ou y/â diffère de l’unité d’une quantité plus petite que ^ ; 

la quantité a*, étant moindre que a", puisque h est infé- 
rieur à ^ , différera de l’iiuité d’une ejuantité encore jilus 

petite , et la différence — a* sera moindre que a*x~ 


■ Digilized by Google 


94 LEÇONS d’algèbre. 

OU que a. Ainsi l'accroissement de la fonction peut être rendu 
plus petit qu’une quantité donnée, si petite quelle soit; 
en d’autres termes , lorsque l’accroissement do la variable 
tend vers zéro , celui de la fonction tend aussi vers zéro. 

On dit qu’une grandeur varie d’une manière continue 
lorsqu’elle ne peut aller d’une valeur il une autre sans 
passer par toutes les valeurs intermédiaires. Une fonction 
est conlimtc lorsqu’à une variation infiniment petite de la 
variable correspond une variation infiniment petite de la 
fonction ; car si la fonction sautait brusquement d’une \ a- 
leur à une autre , elle éprouverait une variation finie i>Oiir 
une variation infiniment petite de la variable. 

11 résulte de ce qui précède que lorsque la variable x 
croît d’unc manière continue , la fonction exponentielle 
croît aussi d’une manière continue. 

Nous avons supposé le nombre positif a plus grand (pie 
l’unité. Supposons-le maintenant plus petit , et posons 

O = J, o' étant supérieur à l’unité. On a 



LorSijue ± croît d’une manière continue , e'-* croît , et pai' 
consé(|uenl a' décroît d’une manière continue. 

06. Corollaire. Voyons maintenant les valeure ]>ar les- 
quelles passe la fonctirin exix)nentlelle a® quand on fait 
croître x d’une manière continue de — à -f w. Suppo- 
sons d’abord a supérieur à l’imité, et faisons croître .r 
de O à -1- ; pour ,r = o , on a a" = i ; quand x est Infi- 

niment grand, en vertu du leuune 1, a® est aussi infini- 
ment grand ; ainsi , quand x croît de o à -J- c« , la fonc- 
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tion O' croit de i à -j- co. Faisons maintenant décroître x 
de O , et pour ceKi , posons x— — a:', x' étant po- 

sitive ; on a 



(piand Æ* croit de o à o“' croit de i à 4- » d pfli' 

conséquent décroît de i à o. En résumé, lorsque la va- 
riable X croit d’une manière continue de — ctj à 
a étant supérieur à l’unité, la fonction a* croît d’une ma- 
nière continue de o à -f- cd. Il est à remaripier que la fonc- 
tion passe par toutes les valeurs positives et qu'çlle ne 
passe qu’une fois par chacune d'elles, puisqu’elle va con- 
stamment en augmentant. 

Considérons maintenant le cas où le nombre a est infé- 
rieur à l’unité, et posons a — ^,, a' étant supérieur à l'u- 
nité, ce qui donne 



On voit que lorsque x croît de o à -f- cr., a'* croissant de 
i à -1- CO , a"" décroît de i à o , et que , lorscpie x décroît 
de o*à — c», o'' décroiss.ant de i à o, a-® croît «le i à 
-[- DO. Ainsi , quand x croît d’une manière continue de — do 
à 4- DO, a étant inférieur à l’unité, la fonction a* décroît 
d’une manière continue de 4- ^ à o. La fonction passe en- 
core par toutes les valeurs positives et une seule fois par 
chacune d’elles. 

67. Remarque. Nous jwuvons maintenant donner d’une 
manière très-nette la signification de l’exposant incommen- 
surable dont nous avotii^dèjà dit quelques mots (n* 21). 
Soiio”, et pour préciser, supposons a supérieur à l’u- 
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nité; le nombre incommensurable est la Umite com- 
mune de deux nombres fractionnaires — et , gui 

dilTi'irent entre eux d’une quantité aussi petite qu’on veut, 
et dont les carrés comprennent a ; en remplaçant yj a par 
ces nombres approchés , on obtiendra deux séries de puis- 

m m-M 

sances fiactionnaires a" et a " , les premières plus petites 
que les secondes , et telles que leur différence peut être 
rendue plus petite qu’une quantité donnée ; il existe donc 
entre ces deux séries de grandeurs une grandeur dé- 
terminée qui en est la limite commune ; c’est cette limite 

rr 

que désigne a . 

PROPBIÉTÉS GÉNÉRALES DES LOGARITHMES. 

Définition. 

68 . On appelle logarithme d’un nombre l’expo.sant de la 
puissance à laquelle il faut élever un nombre positif con- 
stant a pour reproduire le nombre proposé. 

Nous avons vu que lorsque x croît d'une manière con- 
tinue de — 06 à - 1 - 00 , la fonction a® passe par toutes les 
valeurs positives et ne passe qu’une fois par chacune d’elles ; 
il en résulte que tous les nombres positifs ont des loga^ 
rithmes, et que chacun d’eux n’a qu’un logarithme. Si le 
nombre constant a est supérieur à l’unité, les nombres 
plus grands que l’unité ont des logarithmes positifs , les 
nombres plus petits que l’unité des logarithmes négatifs. 
Si a était inférieiu' à l’unité, les nombres ])las grands que 
l’unité auraient au contraire des logarithmes négatifs , les 
nombres plus petits que l’miitjj des logarithmes positifs. 
Les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes. 
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Nous désignerons le logarithme d’un nombre parla no- 
tation log. 

Les logaritlmies jouissent de propriétés très-remarqua- - 
blés que nous allons démontrer. 

69. Théorème 1. Le logarithme du produit de plusieurs 
facteurs égale la somme des logarithmes de ces facteurs. 

Soient deux nombres g et y', dont nous appellerons x et 
x' les logarithmes ; d’après la défuiitiou même des loga- 
rithmes, on a 

a’ = y, 
a‘' = y'. 

Multiplions ces deux égalités membre à membre, il vient 

= yy'- 

L’exposant ar x* est le logarithme du produit yy' ; on a 
donc 

lofe" (!/!/’) = log ÿ + ‘og y'- 

La même démonstration s’applique à un nombre quel- 
conque de facteurs. Soient trois nombres y, y', y", ayant 
pour logarithmes .r, x’, x”; on a de même 



et , en multipliant , 
donc 

log iyy'y") = log ÿ -f log y' -f log y". 

70. Théorème II. Le logarithme d'un quotient égale le 
logarithme du dividende moins te logarithme du diviseur. 

7 
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Eli divisant membre à membre les deux égalités 


on «a 



L’exposant x — x' est le logarithme du quotient Donc 


log ^ = >og.V — 'og 


71. Tmèürëme ÏII. Le logarithme d’une puiuance d’un 
nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par 
l'indice de la puissance. 

Si l’on éléve à la m' puissance {m étant un nombre 
quelcou(|ue , entier ou fractionnaire, positif ou négatif), 
les deux ineiubres de l’égalité 


il vient 
Donc 


*og(ÿ") = n»*'>g;/. 


72. Théorème IV. Le logarithme delà racine d’un nombre 
égale, le logarithme de ce nombre, divisé par l'indice de la 
racine. 

Ce théorème n’est qu’un cas particulier du théorème pré- 
cèdent ; car ^ g s’écrit y", et 1 on a 


log y/y = 


'ogÿ 
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l/emploi des logai itlimoa simplifie lieaucoup le.s calculs 
luiniérifjues ; car la multiplication est remplacée j>ar une 
addition, la divi.sioii par une soustraction, l'élévation à une 
puissance |>ar une multiplication , rextr;iction d’une racine 
par une division. 

lorsque nus \omrres so.vt en progression géométrique, 

LEURS LOG.VRITIIMES SONT EN PROGRESSION ARITHMÉTIQUE. 

73. Si l’on prend les logarithmes des termes d’une pro- 
gression géométrique 

a : or ; ar' ; ar' ; 

dont la raison e.st r, on forme évidemment une progression 
arithmétique 

logrt . log a log r . jog a 1 log r. log « -|- .3 logr 

ayant pour raison log r. 

En arithmétique, on a coutume de définir les logar- 
rithines par deux progressions, l’une géométrique commen- 
çant jmr l’unité , l’autre arithméti(|uc commençant par 
zéro 

1 : 

O . <» . 2?» . 36 

et l’on appelle logarithme d’un terme quelconque de la 
progression géométrique le terme correspondant de la pro- 
gression arithmétique ; afin d’avoir les logarithmes de tous 
les nombres avec une grande a[)proximation, on insère 
un grand nombre de moyens entre deux termes consécu- 
tifs de la pi ogression géométrique , et le même nombre 
entre deux termes consécutifs de la progression arithmé- 
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tique. Il est aisé de voir que cette définition das logarithmes 
par les progressions revient ii la définition que nous venons 
de donner par les exponentielles. 

CiOnsidérons les deux progressions - 


1 : O ; O* ; a’ ; .... . 
O. 1.3. 3 


Si l’on insère n — i moyens entre deux termes consécutifs des 
deux progressions , la raison de la progression géométrique 

*r“ L 1 

flevient y a ou a", celle de la progression arithmétique - , 


en sorte que les deux progre^ssions ainsi développées s’écri- 
vent 

1 î 8 m 

1 : a" : a" a“ : o" ; 

13 3 m 

O .— . - . - — 

n n n n 


Sous cette forme , on voit qu’un nombre quelconque a* de 

la progression géométrique a pour logarithme l’exposant ™ 

de la puissance à hvquelle il faut élever le nombre con- 
stant a pour avoir le nombre proposé. La base a d’un sys- 
' tème de logarithmes est le nombre qui a pour logarithme 
l’unité. 


COMMENT ON PASSE o’tiN SY.STtME DE LOGARITHMES A UN 
AUTRE SYSTEME. LOGARITHMES NEPÉRIENS. LOGARITHMES 
VULGAIRES. CE QU’oN APPELLE MODULE d’uN SY.STÈME DE 
LOGARITHMES. 

~h. La liiLse d’un système de logarithmes est un nombre 
positif constant , que l'on peut choisir .à volonté. Supposons 
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que l’on ail calculé les logarithmes des nombres dans le 
système dont la base est a, et que l’on veuille les calculer 
dans un autre système ayant pour base a'. Appelons x le 
logarithme d’un nombre quelconque y dans le premier sys- 
tème, af le logarithme du même nombre dans le second 
système , on aura 



Egrenons les logarithmes des deux membres de cette égalité 
dans le premier système, en remarquant que le logarithme 
de a est l’unité , il vient 


d’où 


a: = jr'logo', 



Ainsi les logarithmes des mêmes nombres dans les deux 
systèmes sont proportionnels , et l’on a la règle suivante : 
pour passer d’un système de loyarithmes à un autre , il 
suffit de multiplier les logarithmes du premier système par 
l'inverse du logarithme de la nouvelle base pris dans le pre- 
mier système. 


75 . Les logarithmes ont été inventés au commencement 
du xvn* siècle par l’Écossais ?ièper, qui prit pour base le 
nombre incommensurable 6=2,7182818 ; les loga- 

rithmes de ce système ont été appelés logarithmes hyper- 
boliques, ou, du nom de l’inventeur, logarithmes népérien.5. 
Ce sont ceux-là. qui se présentent naturellement dans l’ana- 
lyse mathématique ; on les désigne ordinairement par la 
lettre L. 
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Mais les logarithmes népériens ne sont pas commodes 
pour les calculs numériques, parce fpi’ils ne sont pas en har- 
monie avec notre numération décimale. C’est jwurquoi Jiriggs, 
contemporain deNéper, proposa de remplacer la base e par 
la base dix de notre système de numération. Ce sont les lo- 
garithmes de lîriggs dont on fait habituellement usage dans 
les calculs numériques ; on les a nommés pour cette raison 
logarithmes vulgaires; nous les désignerons par le signe log.. 

On appelle module d’un système de logarithmes le nombre 
constant par lequel il faut multiplier les logarithmes népé- 
riens pour avoir les logarithmes du système considéré. Soit 
a la base du système de logarithmes ; d’après ce qui a été 
dit précédemment , son module M sera - W' 



c’est-à-dire l’inverse du logarithme népérien de la base. Le 

module des logarithmes vulgaires est M=o, 45429448a 

Lorsqu’on passe d’un système dont la base esta à un 
système dont la base est a\ le multii)licateur constant 

y s’aj)pelle module relatif du premier système au .se- 


loga 

cond 


70. 11 est bon de faire voir pourquoi Néper a choisi le 
nombre incommensurable e pour base de son système de 
logarithmes. Considérons les deux progressions 


. :(.-fa);(,-f a)*:(.4-«)=; 

O . P . 2^ . 

dans lesquelles * et p sont des quantités trè.s-petites , afin 
fiue les termes des deux progressions croissent |iar degrés 
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très-petits , et que l’on ait ainsi les logarithmes de tous les 
nombres avec une grande approximation. Néper appelait 
module des logarithmes définis par ces deux progressions 
3 

le rapport - , ou plutôt la limite de ce rapport, quand a et 

P tendent simultanément vers zéro , et il distinguait chaque 
système de logarithmes par son module. L’idée lui vint 
alors d’adopter le système dont le module est l’unité, celui 
qu’il regardait comme le plus 'simple. Si l-’on fait p = a, 
les deux progressions deviennent 

1 ; 1 -fa : (i 4-“)’ :(>+“)’ : 

* O . a . aoc . 5a 

• 

Telles sont les deux progressions par lesquelles Néper dé- 
finissait son système de logarithmes. Calculons la base de 
ce système , c’est-à-dire le nombre qui a pour logarithme 
l’unité; soit ma le terme de la progression arithmétique qui 
est égal à l’unité , ou à peu près , le terme correspondant de 
la progression géométrique est ( i -f a) ; puisque m* = i , 

on a a = et (i + a)’"=: ; lorsque » tend vers 

zéro, m augmente indéfiniment, et le nombre 

tend vers la limite e , qui est la base des logarithmes népé- 
riens. 

USAGE DES LOGABITHMES VULGAIRES. — CARACTÉRISTJQUE8. — 
CARACTÉRISTIQUES NÉGATIVES. 

77. Dans un sytème quelconque les puissances de la 

base a', n*, «* ont évidemment pour logarithmes les 

nombres entiers i , a , 3 Dans le système vulgaire , ce 
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sont les puissances de lo , savoir lo , loo, looo, qui 

ont pour logarithmes les nombres entiers successifs. Les 
logarithmes ont été calculés en décimales; la partie entière 
d’un logarithme s’appelle caraclérislique. 

78. Les nombres plus petits que l’unité ont leurs loga- 
rithmes négatifs ; les logarithmes négatifs étant incommodes 
dans la pratique, on leur substitue des logarithmes qui ont 
leur partie décimale positive et leur caractéristique seule- 
ment négative. Soit le nombre o,o3564 plus petit que l’u- 
nité ; son logarithme est négatif et a pour valeur 

—1,5519377. 

Écrivons ce logarithme,de la manière suivante 

— 3 -f- 1 — 0,55 19377 = — 3 -|- 0,4480633', 
ou plus simplement 

3,4480623. 

Sous cette forme le logarithme a sa partie décimale posi- 
tive; le signe — , placé au-dessus de la partie entière, in- 
dique que la caractéristique seule est négative. La carnr- 
téristique négative du togarithwe d'un nombre décimal phtx 
petit que l'unité renferme un nombre d’unités marqué par le 
rang du premier chifjre significatif . à partir de la virgule. 
En effet, soit m le rang du premier chiffre significatif à 
partir de la virgule dans le nomlire proposé y ; le produit 
ÿX 10* étant compris entre i et 10, son logarithme a zéro 
pour caractéristique, avec une partie décimale positive; 
pour revenir au nombre y il faut diviser pai' 1 o”, c’est-à- 
dire retrancher m du logarithme ; le logarithme de y aura 
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donc une caractéristique négative m, suivie d’une partie 
décimale positive. 

UN NOMBRE ÉTANT DONNÉ, TROUVER SON LOGARITHME PAR LE 
MOYEN DES TABLES DE CALI.ET. — UN LOGARITHME ÉTANT 
DONNÉ, TROUVER lÆ NOMBRE AUQUEL IL APPARTIENT. — 
USAGE DES PARTIES PROPORTIONNELLES. 

(Voyez la première partie , n"‘ 204 à 210.) 

USAGE DE LA RÈGLE A CALCUL. 

Je renvoie le lecteur à la note placée à la fin du volume. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS EXPONENTIELLES AD MOYEN 
DES LOGARITHMES. 


79. On appelle équation expomntitUe une équation de 1» 
forme 

= 

dans laipielle a et h sont deux quantités positives donn^, 
l’exposant x l’inconnue qui doit vérifier l’égaliié. Il est 
facile de résoudre une semblable équation au moyen des 
logarithmes. Si l’on prend les logarithmes des deux membres 
de l’équation , 'ou a * j . 

' xlügtt = log6; , 

log b 


. x = 


logrt' , V' 


' * * 
' , , 


/V 


On obtient ainsi la valeur de l’inconnue. ■’ • 
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1" 


2 " 


On i^eut encore résoudre des équations expoiienlielles 
pins compliquées que la précédente. Soit l’équation 



dans laquelle le premier membre signifie que le uombre a 
est élevé à une puissance marquée par tf, les trois lettres 
«, b, c, désignant d’ailleurs des nombres donnés positifs. 
En prenant les logarithm&s des deux membres, on a 


LEÇONS n’ALOÈIlBE. 
Exemples. 

f = I 254 

lüg 7 0,84309804 ^ 

ô* = o,4Ga 
log 0,462 


X — 


loft 5 


= 0,70287». 


d’où 


6' X log 0 = loge, 



On est ramené ainsi à l’exponentielle ordinaire. Pour que 
la ((uestion soit |M)ssible, il faut que n vie soient tous deux 
supérieurs ou tous deux inférieurs à l’iinité, afin que le 
second membre ait une valeur [tositive. Si l’on prend une 
seconde fois- les logarithmes, 011 a 


d’où 


xlogb = log log c — log log a ; 

■ log loge — log log n 

logù 


INTÉHÊTS COMPOSÉS. ANNLITÉS. 

Voijez la première partie, n* 216 ù 221. 
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CHAPITRE V. 

DES FONCTIONS ÜÉIUVÉBS. 


IJÉVELOPPEMEVr n’t'NE FONCTIU.N ENTIÈRE f{x) SIUANT LES 
PLTSSANCES CROISSANTES DE h QUAND ON REMPLACE X PAR 
— •DÉRIVÉE d’une FONCTION ENTIÈRE." 

SO. Considérons un polynôme entier par rapport àx, 

AoX” AjX * "I” AjX*~* Au» — |X -j- Am ^ 

dans lequel les coeffîcients A„, A,, A^, sont des con- 

stantes , X une variable. Pour abréger nous représenterons 
ce polynôme par le symbole f{x) que l’on énonce foiiclion 
liex, et qui nous servira plus tard à désigner une fonction 
quelconque de x. 

Si l’on remplace la variable x par x -|- A, il vient 

/ïx-H A)= A,(x-t- A)"+ A.(x -h Ai— + A.(x + A)— 

~t" A»_i(x -(- A) -f- Am » 

et , en développant chaque terme suivant la loi du binôme , 
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f{x+h)=A^” +7n\^ 

+A,x""' +(m — 1)A,,t 
+ Afc"*"’ + (m — 2) 


"l"A«i_jX +A 



»— J 
m— 8 




+ tn(m — l)A„a;’"“’ 



+(hi — 1X»J — 2)A,x’"~’ . . . 
+(w— 2X»t— 3)Ayr’“-‘ 


. +tiiK^ 
. . +A, 


A»-‘+A(,A- 


+ A» r 


Dans la première colonne verticale nous retrouvons le 
polynôme proposé /‘(jc); dans la seconde colonne qui con- 
tient h en facteur se trouve un polynôme du degré 
m — 1 que nous désignerons par f’ (x) ; de môme nous re- 
présenterons par f'\x), les polynômes con- 

tenus dans les colonnes suivantes, et le développement 
s’écrira 


f[x+h) = f[x) -1- f\x) ^ -I- f\x) -1- r[x) 




i.a. 


.m 


«1. Le polynôme 


f(x) = tnk^x'^ -|-(m — i)A,x'"-’ + A„_, , 

coefficient de h dans le développement de f{x h) , se 
nomme la dérivée du polynôme proposé. On la forme 
d’après cette règle très-simple : Pour avoir la dérivée d'un 
polynôme entier, multipliez chaque terme par l'exposant 
de X dam ce terme, et diminuez ensuite cet exposant d'une 
unité. 

/i’ 

Le polynôme f'(x), cocflicient de — - dans le dévelop- 
pement, se déduit du polynôme f'(x) suivant la même loi; 
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on l’appelle pour cette raison dérivée de la dérivée ou déri- 
vée seconde da polynôme proposé. 

Le polyni^ie /"'(x) se déduit de même du polynôme 
f"(x) suivant la loi ordinaire de dérivation ; c’est la déri- 
vée de. la dérivée seconde , ou la dérivée troisième du poly- 
nôme proposé , et ainsi de suite. 

polynôme proposé étant du degré m , sa dérivée pre- 
mière est du degré m — i , sa dérivée seconde du degré 
m — a , sa dérKée troisième de degré m — 3 , et ainsi de 
.suite , chaque dérivation diminuant d’une imité le degré. 
La dérivée de l’ordre m est du degré zéro ; c’est une con- 
•stante. Les dérivées .suivantes sont milles. Ainsi un poly- 
nôme du degré m a m dérivées. 

Exempte. 

f(x) = x’ -j- 5x* — 7 X -j- 6. 

En appliquant la règle énoncée plus haut, on obtient le.s 
dérivées successives : 

■; . (X) = 3x* I ox — 7 , 

. ■ ■ • /”(x) = 6x -f- lo, ' ■ • 

rix) = 6 . 

Il est à remarquer que le terme constant du polynôme 
proposé n’entre pas dans la dérivée ; que les deux derniers 
termes n’entrent pas dans la seconde dérivée , etc. Le pre- 
mier terme entre seul dans la dernière dérivée. 

LA DÉRIVÉE d’une FONCTION QUELCONQUE EST LA LIMITE VERS 

LAQUELLE TEND LE RAPPORT DE l’ ACCROISSEMENT DE LA 

FONCTION A l’accroissement DE LA VARIABLE, LOR.SQUE 

CELUI-CI TEND VERS ZÉRO. 

' 82. Nous avons trouvé que, lorsque dans une fonction 
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(Mitière f{x) on donne à la variable x l’accroissement h , la 
fonction devient 

f{x +h)= f[x)+ f\x) * + ^ + Mi^) 

•v • . 

Elle éprouve une variation ou un accroissement 

h^f{x-\-h)—f{x]—f'(x) ^ + n^) ^ + 

On appelle accroissement, en matliémaliques , la variation 
d’ une quantité , que cette variation soit positive ou néga- 
tive. Si l'accroissement h de la vaiiable est très- petit, 
raccroissement k de la fonction est aiLssi très-petit, comme 
sornine d’un nombre déterminé de quantités très-jietites ; 
si le premier tend vers zéro , le second tend aussi vers zéro. 
,\insi à un accroissement infiniment petit de la variable cor- 
respond un accroissement inlininient petit de la fonction; 
on en conclut qu’une fonction entièit! par rapport à x varie 
d’une manière- continue quand x varie d’une manière 
continue. 

Prenons maintenant le rapport de l’accroissement de la 
fonction h l’accroissement de la variable, nous aurons 

‘=nx)+mi +c-W;^. 

Si l’on fait tendre h vers géro, k tend aussi vers zéro; mais 
on voit (jue leur rapport ~ tend vers une quantité déter- 
minée ( æ-) . Ainsi la dérivée d’une fonction entière e.st la 
limite vers laquelle tend le rapport de l’accroissement de 
la fonction l’accroissement de la variable, lorsque celui-ci 
tend vers zéro. 
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Cette propriété de la dérivée d’une Ibnctiou entière a été 
prise connne iféfinition de la dérivée d’une fonction con- 
tinue quelconque. Ainsi nous dirons fpie la dérivée d'une 
fonction continue est la limite vers laquelle tend le rapport 
de l’accroissement de la fonction à l'accroissement de la va- 
riable, quand celui-ci tend vers zéro. 

t 

On jK'ut faire cojuprendre, à l’aido d’une figure, com- 
ment le rapport des accroissements tend en généial vers ^ . ' 
une limite finie et déterminée. Soit if = f[x) la fonction 
■ proposé»?. Traçons dans un plan deux droites fixes OX et OY, 

l’une liori/ontale , l’autre 
verticale; à j)arlir du point 
O portons sur la première 
une longueur O!’ égale à 
une valeur quelcon»[ue do . 
la variable x; au point P 
élevmisime periiendicubiire' 

^ .sur laquelle nous prendrons 
une longueur PM égale à la valeur correspondante de la 
fonction y , et opérons de même pour chaque valeur de .r. 

La fonction étant continue, le lieu des points M ainsi 
obtenus formera uno courbe qui représentera la marche 
de la fonction. Afin il’étendre ce mode de représontation ii 
toutes les valeurs, on convient de porter les valeurs po- 
sitives de X adroite du point 0, les valeurs négatives A 
gauche ; et de uiéuie on porte la valeur de y sui' la perpen- 
diculaire, au-de.ssus si elle est positive, au-dessous si elle 
est négative. 

Cela posé , donnons à x un accroissement l’P' = h , la 
fonction éprouvera un accroissement k représenté par la 
»lifl’éreuce M'D entre les deux perpendiculaires ou ordonnées 
voisines MP et M'P'. Traçons la sécante .MM'; dans le 
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triangle rectangle MM'D, le rapport^ est égal à la tan- 
gente de l’angle M'Ml) ou de l’angle P que fait cette sécante 
avec l’axe horizontal OX.- Supposons maintenant que l’ac- 
croissement h tende vers zéro , le point M' se rapprochera 
indéfiniment du point M, et la sécante, tournant autour 
du point M , tendra vers une position limite MT qui 
est la tangente à la courbe au point M. Or, si petit que 

soit A, le rapport - reste toujours égal à tangP; mais 

K 

l’angle p tend vers la limite a , angle de la tangente MT 

h 

avec l’horizontale ; donc le rapport ^ tend vers la limite 
tang a. ' . 

RÈGLES POUR TROUVER LA DÉRIVÉE d’uNE SOMME , d’üN PRODUIT, 

d’une puissance, d’un quotient, de fonctions dont les 

DÉRIVÉES SONT CONNUES. - . 

Dérivée d’une somme. 

^ 83. Soient u, r , w, diverses fonctions continues de la va- 
riable X, y leur somme algébrique 

ÿ = M -|- ü — W. 

Désignons par le symbole ax l’accroissement que Ton donne 
A la variable x, par au, Au, aic, Ay, les variations ou ac- 
croissements qui en résultent pour les fonctions u, r, ic, y 
(la lettre a indique en général une variation ou une diffé- 
rence). Nous convenons aussi de ceprésenter les dérivées 
de ces fonctions par les notations u', v', w', y', accentuant 
simplement les lettres qui désignent les fonctions. 
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On a évidemment 

Ay = Au 4" 

Si l’on divise tous les termes par Ajr , il vient 


Aÿ Au ^V Alf 

Ax AJ? Aj? Ax’ 


Supjtosons maintenant que l’accroissement ^x de la va- 
riable tende vers zéro , les accroissements correspondants 
AU, Ar, Aie, Ay, des fonctions tendront aussi vers zéro ; le 

Xf( 

rapport — tendra vers une limite qui , par définition, est 
la dérivée de la fonction u, dérivée que nous représentons 

A/; Aw’ Aw 

paru'; les rapports — , — , — , tendront de même vers 
Ax Ax Ax 

des limites qui sont les dérivées des fonctions v, w, y, et 
l’on aura 

y' = u'-|- »' — te'. 


Ainsi la dérivée d’une somme algébrique est la somme des 
dérivées des diverses fonctions qui la composent. 

D’après la règle énoncée pour la dérivation d’un poly- 
nôme entier , on voit que cette dérivée est la somme des 
dérivées des différents termes du polynôme. 


Dérivée d'un produit. 


84. Considérons d’abord un produit de deux fonctions 



y = uv. 


«i 

■ 16J 


Si l’on donne à la variable x l’accroissement ax, les fonc- 
tions U, i', y, éprouvent des accrois-sements correspondants 
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Au , Av , Ay , et l’OD a 

y+^y=(« + ^»)(e+M. 

ou, en effectuant la multiplication et supprimant dans les 
deux membres les quantités égales y et uv , 

Ay = uAc + + Att.A». 

Divisons tous les termes par Ax , il vient 


Ay Av , Au , Au 

— = tt . Av. 

Ax Ax Ax Ax 


Si l’accroissement ax de la variable x tend vers léro , les 
rapports r~i tendent vers des limites qui sont les 

* ^ Ax AX AX 

dérivées u\ v', y', des fonctions u, v, y s le troisième terme 
du second membre devient nul , parce que le premier fac- 
teur — tend vers une valeur finie u', tandis que le second 
Ax 

tend vers zéro. On a donc 

y* = UC' + vu'. 

La dMvée d’un produit de deuT facteurs égale te premier 
facteur multiplié par lu dérivée du second, plus le second 
multiplié par la dérivée du premier. 

, ^Considérons maintenant un produit de trois fonctions 

y=uvw. 

\ ^ 

Si l’on regarde le produit uv des deux premières comme ne 

formant qu’im seul facteur, et si l’on applique la règle 

précédente , on a 

' • ’ ■ îfsainrlie'+tofue)'} 
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en développant la dérivée (uv)' du produit uv, il vient 


ou 


y' = uvw' + w(ttü' + tm') , 
y' s= 


Ainsi , la dérivée d'un produit de plusieurs facteurs est égale 
à la somme des produits obtenus en multipliant la dérivée de 
chaque facteur par le produit de tous les autres. 


Exemples. 

1' . yz=z(ax — 5)(4*’ + 7ar — 3). 

ÿ' = (ax — 5) (8x4-7) 4" (4*’ -H 7* — 3)a = — 4* • 


2“ ÿ =*x‘(x* 4* — «)• 

y' = x’(x* i)3 4- x’(3x — i)ax 4* (a;’ i) (3x — i)3x* 

= i8x‘ — 5x‘4- — 3*’« 


Dérivée d’un quotient. 


85. Soit le quotient de deux fonctions 



La fonction u est le produit des deux fonctions v et y; si 
l’on prend la dérivée dû produit u=^Vy, d’après la règle 
précédente , il vient 


d’où l’on déduit 


u' = vtf + yv'-. 



et , en remplaçant dans le numérateur y par - , 
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Ainsi , la dérivée d'un quotient égale le dénominateur mul- 
tiplié par la dérivée du numérateur, moins le numérateur 
multiplié par la dérivée du dénominateur, cette différence • 
étant divisée par le carré du dénominateur. 

Exemples. 


(^— 0 . a ' 

■' (x+i)‘ (3- + 1)*’ 

— 5x4-4 

2° y = i — 

x' — I 

(x* — i) (lox — 5) — (5x* — 3x-|-4)ax 3x* — i8x -|- 3 

(x‘— l)* {x’ — l)* ■ 

o’ — X* 

^ ~ a‘ -f o*x’ + x‘ ’ 

, — ax(n* -f- à'x' -|- x*) — (a* — x’)(ao’x -f- 4x’) 

(o‘ a’x’ x‘)* 
ax(x* — aa’x’ — aa‘) 

(x* -f- «*x* -t- o‘j* 


Dérivée d’une puissance. 

80. Une puissance entière 

(i’iine fonction u de la variable x, est le produit de m 
facteurs èp;an\ entre eux 

IJ — Utlll 
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Si l’on prend la dérivée de ce produit d’après la règle or- 
dinaire , il vient 

y' = u"“‘u' -j- 

ou plus simplement 

y' — mu’""'!*'. 

On obtient la dérivée de la puissame. d'une fonction en mul- 
tipliant par l'exposant , diminnaut cet exposant d’une unité 
et multipliant le résultat par la dérivée de la fonction. 

Ce théorème est vrai pour un exposant quelconque. 
Considérons une puissance fractionnaire 


ÿ= U ; 

en élevant à la n* puissance , on a 

y“ = u". 


Si l’on prend les dérivées des deux membres, d’après la 
règle précédente, il vient 


d’où 


ny'~'y' = mu’'~'u'. 


, rn U ' , 
^ = nÿ^^' 


et, en remplaçant y par sa valeur u". 


, -a-* , 

ü = - U U. 

n 


Considérons maintenant une puissance négative quel- 
conque 


y = ** = -=• 

* U 
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En prenant la dérivée du quotient — , on a 


, — mu 'U - . , 

V = n: — = — mu ’tt . 

» M*" 


C’est encore la même règle que pour les exposants positifs. 

Corollaire. La dérivée d’une racine carrée égale la déri- 
vée de la fonction placée sous le signe radical divisée par 
deux fois le radical. Car, en appliquant la règle précédente 
à la fonction 


on a 




, > Î-* , ‘ -ï . 

V=-U* U=-U ’U: 
* 3 3 




Exemples. 


1* 

2 » 

3* 

a* 

5* 

6 “ 


y=\/x; y'î=-^, 

y = L=X-', îf = _a;-=-‘ 

X X 


y=Vx = x*, y'='-x~* = -^. 

Zi/x* 


y= v^3x' — 4x’+ 5, y' = 


6x* — 8a: 


3v^3j’ — 4a?’ 4-5 


ÿ = x(a’ 4" x*)y'a* — x'. 
ÿ'=(a’4-a;’) v/ô^’4-a»’ . 

4 /.I* -y** 


V a' — X* 
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7'* y = (a,-f 6x*)“, 

y* = n(a + bx*)*''m6x*"‘ = mnbx"-\a -f bx” 


8' y=o- 




-=a-j-6x ’ — ex * + (to 


y ‘= — ^bx *-\-^cx ’ — ad®”*: 

’ 3 3 


ab 


4c ad 


3®V^ 3®*V^x 

9» yssy/ ^ 0 — ~+V^(c‘— ®*)’^ = (o— 6® *+(c*— X*)*)*, 

^=^(^(1— *® i+(f*_a;*)*j ïxQfcx î— |x(c«— »•) ïj. 


DÉRITÉE d’une ponction DB PONCTION. 


87. Soit y une fonction f (u) de la quantité u qui e.st elle- 
même une fonction de la variable x ; par l’Intermédiaire 
de la variable u , y pourra être considérée comme une 
fonction de x ; c’est ce que l’on nomme une fonction de 
fonction. 

Si l’on donne à la variable x l’accroissement ax, il en 
résulte pour « un accroissement Au , et pour y un accrois- 
sement Ay. On a évidemment 

Ax Au Ax' 

Lorsque l’accroissement ax de la variable tend vers zéro , 
l’accroissement Au, et par suite l’accroissement Ay, tendent 

aussi vers zéro; la limite du rapport — est la dérivée y' 
de y considérée comme fonction de x ; la limite du rap- 
port — est la dérivée f (w) de la fonction /’ (u) , c’est-à-dire 
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de y considérée cnninie fonction de la variable u ; enfin la 

limite du rapport — est la dérivé u' de la fonction u de 
X. On a donc 

Ainsi la dérivée d’une fonction de fonction est égale au pro- 
duit des dérivées des fonctions qui la composent. 

Ce principe peut être généralisé. Soit y une fonction f{v) 
de la quantité v, qui est une fonction <p(u) de la quantité u, 
qui est elle-même une fonction de ,r; par l’intermédiaire 
des quantités r et u, y est finalement une fonction de x dont 
nous cherchons la dérivée. On a 

' ly \y ^v Au 
Xv Af^Au^Ax’ 

et , en passant à la limite , 

y' = f[v)Xf'iti]Xu'. 

' La règle établie plus haut, pour trouver la dérivée d’une 
fonction u”‘, est un cas particulier du théorème que nous 
venons de démontrer sur les fonctions de fonctions. 

DÉRIVÉES DES FONCTIONS CIRCCEAIRES DIRECTES ET INVERSES. 
Pérh'ée du sinus. 

88. Soit la fonction 

y = sinx. 

Si l’on donne à la variable x l’accroissement h, il en résulte 
pour la fonction l’accroissement 

& = siii (x /li— sinx. 

En prenant le rapport des deux accroissements et transfor- 
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mant la différence des sinus en produit , il vient 

L ■ I , L\ 2 sin - COS X + -) 

k sm(x-l-A) — sin.r a \ a/ 

k~ h “ h 

OU 


h 



3 


Quand l’accroissement h de la variable tend vers zéro , 
. h 

sut - ^ 

le rapport — ^ — du sinus à l’arc - tend vers l’unité, tan- 


dis que le second facteur se réduit à cos x ; le rapport 
tend donc vers une limite égale à cosx, et l’on a 

ÿ' = COSX. 

Ainsi la dérivée du sinu* est le cosinus. 

Dérivée du cosinus. 

89. Soit la fonction 

y = cosx. 

On a de la même manière 



a 
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et , en passant à la limite , 

y' = — sin X. 

Ainsi la dérivée du cosinus est le sinus pris en signe con- 
traire. 

Au moyen de ce qui précède, on obtient aisément les 
dérivées successives du sinus ou du cosinus. 


ÿ = 8in a: , 
y' = cos X , 
y" = — sin a: , 
y"' = — cos X, 
y('v) = sin X , 


y = cos X, 
y' — — sinx, 
y" = — cosx, 
y" = sin X, 
ÿi*’') =: cos X, 


On voit que les dérivées se reproduisent périodiquement 
de quatre en quatre. 

Dérivées de la tangente et de la sécante. 

90. On obtient la dérivée de la fonction 


y = langx, 

en prenant la dérivée du quotient , ce qui donne 

, cos’x sin*x I . 

^ cos’x cos’x* 


De même la cotangente 


a pour dérivée 


y = cot X 


COBX 
sin X 


sin’x’ 
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La sécante pouvant sc mettre sous la forme 

y = séc X = (cos x)“‘, 

on obtiendra sa dérivée par la règle des puissances 

y = — 00» «P X — »tn *) = — Î-. 

cos'x 

De même la cosécante 

y = co»éc X = (sin x)~' 

a pour dérivée 

, cos X 

^ sin’ a?' 

Dérivéet des fonctions circulaires inverses. 


91. Soit la fonction inverse 


y= arc sin x. 

On en déduit 

sin y = x. 

Prenons la dérivée des deux membres ; y étant une fonction 
dex, le premier membre sin y est une fonction de fonc- 
tion qui a pour dérivée cos yXy'i la dérivée du second 
membre x est l’unité ; on a donc 


d’où 


co»ÿXÿ'= i; 



Puisque siny = x, on a cos y = y'' « — ; en remplaçant 

cos y par sa valeur, il vient 
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On suppose que l’arc y est compris entre — - et + — . S’il 

TT 

était compris entre - et —, le cosinus étant négatif, il 
faudrait mettre le signe — devant le radical. 

92. La dérivée de la fonction inverse 
y = arc cos x 

s’obtient de la môme manière. On a, en effet , 

cos y = x, 


et, en prenant les dérivées des deux membres, 

— sinyxÿ = i; 

d'où l’on déduit 

, 1 — I 

y = — : — = ■ ■ ■ 

y 

On suppose l’arc compris entre o et r.. S’il était compris 
entre et 2 it , le sinus étant négatif, il faudrait mettre le 
signe — devant le radical. 

93. Considérons enfin la fonction inverse 


On a 


y = arc tang x. 


langy = a;, 

et , en prenant les dérivées des deux membres , 


d’où 


y’ _ 

cos’y ’ 
y — cos’ÿ. 
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Mais on sæt que 


cos’y = 


I + tang'y i -J- ar* ’ 


donc 


1 + j;»' 


DÉRIVÉES DE LA FONCTION EXPONENTIELLE ET DE LA 
FONCTION logarithmique. 

Dérivée de la fonction exponentielle, 

94. Soit la fonction exponentielle 

y = «‘. 

Si l’on donne à la variable x l’accroissement h, la fonction 
éprouve un accroissement 

4 = 0*+*— o' = aV- «). 

et le rapport des deux accroissements est 

k rt* — 1 
r = o’ — ; — . 


On sîdt que, lorsque h est très-petit, la dilTérence a* — i 
est très-petite ; posons donc 


d’où 


a* — I = « , 
o*= I -f a. 


et, en prenant les logarithmes népériens des deux mem- 
bres, 

M.a = L{i -1-ci), 

L« 
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lüfi 

Remplaçons h par sa valeur, l’expression du rapport de- 
vient 


k 

h 


, a.La 

“ L(i -fa) 


a’ha 

- + “) 
(t 


o*La 

J 

L.(.+a)“ 


Lorsque h tend vers zéro, » tend aussi vers zéro, et la 

quantité (i «)“ devient égale à e (n* 61) ; mais L« = i ; 
donc 

y = liin — = a*La. 

h 

Ainsi, pour avoir la dérivée d’une fonction exponentielle, 
il suljil de multiplier cette fonction par le logarithme népé- 
rien de la base. 

96. Considérons la fonction exponentielle y = e-'; puis- 
que Le = 1 , on a ^ = e^. Ainsi , la dérivée de la fonction e® 
est cette fonction elle-même. La fonction e® jouit de la pro- 
priété caractéristique de se reproduire elle-même par la 
dérivation. 


Dérivée de la fonction logarithmique. 

9fi. La fonction logaritlimique 
ÿ = log a; 

est l’inverse de la fonction exponentielle. Si a désigne la 
base du système de logarithmes , on a 

a“ = x. 

s 

Prenons les dérivées des deux membres d’après la loi que 
nous venons de démontrer, en regardant a* comme une 
fonction de fonction; il vient 

o‘'Loxy'= 1, 
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d’où 


En remplaçant a* par x, et remarquant que la quantité 

est le module M du système de logarithmes (n“ 72) , on a 
enfin 

«' = — = - 

^ xLo x' 

Telle est la dérivée de la fonction logarithmique. 

Considérons comme cas particulier In fonction loga- 
rithmique népérienne 

le module étant l’unité, on a 


I 



Rénumé. 


97. Nous avons trouvé les dérivées des fonctions simples 
que l’on considère ordinairement eu mathématiques; il est 
nécessaire de les apprendre parçueur; le tableau .suivant 
permet ik les embrasser d’un coup d’œil : 


y = x", 
y = sinat , 
y = cosx , 

y = tangar, 
y = arc sin x, 

y = arc cos x , 


y'z=.mx”' m étant quelconque, 
y' = cos * , 


y = — sinx, 

^ COB*«’ 


ÿ = — 


V I —X' 
I 


en supposant l’arc 
X compris entre o 


V 1 — x’ 


■n 
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y = arc tangx , 

ÿ'= ‘ 

* 1 +x’ 

ÿ=a', 

y" = a‘ La, 

II 

■V' = e*, 

y = logx, 


y=Lx, 



98. Les fonctions complexes pouvant être considérées 
comme des fonctions de fonctions, on calculera leurs déri- 
vées d’après la loi connue. En voici quelques exemples : 
l*t/ = sinx’. Si l’on pose « = jr’, on a y = sinu et 
l’on voit que y est une fonction de fonction. L’application 
du théorème donne 

y' = CO» U X M ' = ax co» x*. 

2* y = e”®*. Si l’on poseu = sinx, on a encore une 
fonction de fonction y = e“ , qui admet poiu" dérivée 


y'=e"XM' = e*‘"*Xco» x. 

.3“ y = «•'•*’. Si l’on pose w = x* , u = sin « , on a une 
fonction de fonction y = c*" plus compliquée que les précé- 
dentes ; le même théorème donne 

y' = «' . CO» U . ax = axe""** co» x*. 


â" y = L (x -t- V 1 + ic’)* En posant « = x + y/ 1 + x* , 
on a la fonction de fonction y=Lu , qui admet pour dérivée 


« + 


, I , v^i -|-X* 1 

y = - XM = ^ = - . 

” X -f- -j- X* v^i -f- X* 
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Par l’habitude, on arrive à décomposer le.s l'onctions com- 
plexes par la pensée, sans employer les lettres auxiliaires 

« et t). 


UNE FONCTION EST CROISSANTE OU DÉCROISSANTE SUIVANT QUE 
SA DÉRIVÉE EST POSITIVE OU NÉCATIVE. 


P». Soit f[x) une fonction continue, f{x) sa dérivée. 
Nous avons appelé dérivée d'une fonction la limite du rap- 
port de raccroisscment k de la fonction à r.iccroissement h 
de la variable, <|uand ces accroissements tendent vers zéro. 

jç 

Lorsque h est très- petit, le rapport - diffère très-peu de 
sa limite ; on a donc 

* = /“(X) -1- E , 

d’où 


k = h[f'[x) + z], 


t étant une quantité très-petite qui s’annule avec h. La 
dérivée f{x ) , ayant une valeur finie, est plus grande que 
la quantité infiniment petite e en valeur absolue , et par 
conséquent donne son signé à la parenthèse. En .suppo- 
sant h positive , c’est-à-dire la variable x croissante , on 
voit que la variation k de la fonction aura le signe de la 
dérivée /*(x) ; si la dérivée est positive , k sera positive et 
la fonction ira en croissant; si la dérivée est négative, k 
sera négative et la fonction ira en décroissant. 


100. Lorsqu’une fonction , après avoir augmenté , décroît 
ensuite , elle pas.se par un maximum , c’est-à-dire par une 
valeur plus grande que les valeius voisines. Au contraire , 
. . 9 
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lorsque la fonction , après avoii- diuiintté , croit ensuite » 
elle passe par un minimum , c’est-à-dire par une valetu' 
plus petite que les valeurs voisines. 

Dans le premier cas , la fonction commençant par croître, 
la dérivée est d’abord positive ; la fonction décroissant en- 
suite , la dérivée devient négative. Ainsi , quand la fonction 
passe par im maximum , la dérivée change de signe , de 
positive devenant négative. 

Dans le second cas, la fonction commençant par décroî- 
tre , la dérivée est d’abord négative; la fonction croissant 
ensuite , la dérivée devient positive. Ainsi , quand la fonc- 
tion passe par un minimum , la dérivée change de sfgne , de 
négative devenant positive. 

Les réciproques sont vraies : lorsque la dérivée change 
de signe , la fonction passe par un m;L\imum ou par un mi- 
nimum. Si la dérivée de positive devient négative , la fonc- 
tion , croissant d’abord pour décroître ensuite , passe par 
un maximum ; si la dérivée de négative devient positive , 
la fonction, décroissant d’abord pour croître ensuite, passe 
par un minimum. 

Ordinairement la dérivée d’une fonction continue est 
aussi finie et continue -, elle change de signe en passant par 
la valeur intermédiaire zéro. Ou obtiendra donc les valeurs 
de X qui rendent la fonction maximum ou minimum en 
cherchant les valeurs de x qui annulent la dérivée, et qui 
eu outre lui fout éprouver un chaugemeut de signe. 

Exemples, 

loi. Question 1. ()uel est le plus grand de tous les 
cylindres circulaires droits ayant même surface totale ? 

Appelons x le rayon de la base, ij la hauteur, et repré- 
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spnlotifi la sUffade totale donnée par aî^a’î flOlis avons la 
relation 

arj"* -j- a’ïJ'.V = 2~a’ , 
ou pliLs simplement 

X* -\-xy=i a'. 

Le volume V du cylindre a poilr etpression 
\=T.xh,, 


et si l’on remplace la hauteur y par sa valeur y = 
tirée de la relation précédente , 



X 


V = nj:(a* — Æ*)j 

c’est une fonction de la variable indépendante .r. 
La dérivée de cette fonction 


V' = i:(o’ — 3.r’ 


s’annule pour 


a 

v/3‘ 


Les valeurs de j; et de j/ devant rester positives, le rayon 
X de la base peut varier de r,éro à a. A l’inspection de la 
dérivée , on voit qu’elle est positive pour les valem’s de x 

inférieures à , négative pour les valeurs de x supérieures 

v/3 

à : si donc on fait croître x de o à , la dérivée 


v/ô 


V3 


étant positive, le volume croît; x croissant ensuite de -tr 

V 

An, la dérivée devient négative et le volume décroît. Le 
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volume passe donc par une valeur maximum qu'il acquiert 

pour X = la valeur corresjwndante de y est 

V 5 v'ô 

AiiLsi, parmi tous les cylindres de même surface totale, le 
plus grand est celui qui a sa hauteur égale au diamètre de 
sa base. 

102. Question 11. Quel est le plus grand de tous les 
cènes circulaires droits ayant même surface totale ? 

Si l’on appelle x le rayon de la ba.se, y la liauteur, -a‘ la 
surface donnée, on a la relation 

x' X s/x^ + y* = a* ; 

le volume a pour expression 



ou , en remplaçant y par sa valeur . . 

.: a ^a‘ ix' 

H— 

X 

tirée de la relation précédente , 

V = — T V O — ’ • 

O 

Le vohune est une fonction dé x qui a pour dérivée 

' y, nain’ — 4^’) 

Z v^o’ — ix*) 

Cette dérivée s'annule pour ^ Le® valeurs de .r et de 
1 / devant rester réelles et positives, x ne peut variei' que 
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de O à La variable x croissant de o à - , la dérivée est 

V 2 2 

positive et le volume croit ; x croissant de - à la dé- 
rivée devient négative, et le volume décroît. Le volume 
passe donc par un maximum (juand x = - ; la valeur cor- 
respondante de ÿ est ÿ = y/a; ou en déduit pour le côté 
du cône la valeur Ainsi, parmi tous les cônes de même 

smface, le plus grand est celui^dans lequel le côté est au 
diamètre de la base dans le rapport de 3 à a. 

103. Question 111. Étant donnée une feuille de carton 

c rectangulaire ABGD, si, après 

] — avoir meué des parallèles aux 
j quatre côtés à la même distance , 
i on enlève les petits carrés dans 
i les angles, et qu’on relève les 
i, portions rectangulaires telles que 
EKLF, on forme une boite à fond rectangulaire EFGH. 
A quelle distance faut-il mener les parallèles pour que la 
boîte soit la plus grande? 

Appelons aa et aô les côtés AB et BC de la feuille de 
carton, x la distance variable AK à laquelle on mène les 
parallèles; le fond de la boîte est un rectangle ayant pour 
côtés EF = 2 {n— -a) et EIl = a(6 — x), et pour surface 
4 (a — x) (6 — x) ; la hauteur de la boîte est x; le volume 
a donc pour expression 

V = 4x,a — x){b — x). 

La dérivée de cette fonction est 

V’ = 4l3.r’ — xa -|- è'x -|- a6] ; 
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elle s'annule pour les deux valeurs 

0 -f- 6 ± \ a‘ h* — (d) 

x = - ^ . 

ritpines de l’érpiation du second degré 

3x* — a(a -j- A)x -|- ai = o. ^ 

Supposons a>b; d’après la nature de la question, x doit 
être plus petit que b; or, il est aisé de voir q^ie des deux 
racines de l'équation du second degré, l’une est plus pe- 
tite que b, l’autre plus grande ; car, si dans le premier 
membre de cette éqtialion on remplace x par zéro, on 
trouve un résultat positif ai; par b un résultat négatif 
— b(a — 6); donc l'équation admet une racine positive 
comprise entre o et h {Yoijez 1" partie, n" 160); l’autre 
racine étant aussi positive est nécessairement plus grande 
que 6^ la première racine 

^ O + i — V fl’ 4" 

3 • ■ 

convient seule à la question. 

Si l’on fait croître x de o à x', le premier membre de 
l’équation, et par suite la dérivée, sont positives, et la 
fonction croît ; x croissant de x' à ft, la dérivée devient 
négative, et la fonction décroît; la fonction acquiert donc 
une valeur maximum pour x = x'. 

104. Qlestion IV. Soit (il! la ligne de Sjépapetioo de 
deux milieux ; ou suppose que la lumière se meuve dans 
ces deux milieux avec des vitesses différentes r et v'. Quel 
chemin doit suivre le rayon lumineux pour aller du point A 
au point B dans le temps le plus court ? 
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Nous pouvons déterminer la position des points A et B 
par leurs distances AP et BQ à la droite (111, et par la dis- 
tance P(J ; nous déslfçiierons 
ces trois longueurs connues 
par a, b, c. Bi la vitesse était 
la même dans les deux mi- 
lieux, il est clair (pie la lu- 
mière suivrait le chemin le 
plus court, c’est-à-dire la 
droite AB ; mais la vitesse t' 
dans le milieu supérieur 
étant plus grande que la vitesse r' dans le milieu inférieur, 
il y a avantage à ce que la lumière parcoure une plus 
grande longueur dans le premier milieu et une moindre 
dans le second; elle suivra donc une ligne brisée telle que 
AMB. Appelons x la distance cherchée PM ; la lumière par- 
court dans les deux milieux les longueurs 

ÂM = -r’, MB = y/A*-|-(r — x',* ; 

elle emploie à les parcourir les temps 

v'’h* -f- x' -|- (e — x)’ 

V ’ ri 

elle met donc , pour aller de A à B, en suivant le chemin 
AMB, le temps 

V v' 

Ce temps est une fonction de x, considéré comme variable 
indéixuidante ; elle a pour dérivée. 

■' t‘— ^ 

l>V"’-f--c’ — xj’ 
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Au point M menons une perpendiculaire NN' à GH; l’angle 
V.MN est l’angle d’incidence i, l’angle BMN' l’angle de ré- 
fraction i'. Comme a 


sini = 


AM 

(^I 

BM 


X 

y n’ -|- X* 

C — X 


y/A* -}- (c — ^r)’ 
il en résulte cette expression de la dérivée 


sin t sin t 

V v' 


La dérivée sera nulle cjuaud on aura 

sin t sin i' 

V v' 

Supposons que le point M se déplace de P en Q, c’est-à-dire 
que la v ariable x croisse de o à c ; la dérivée est négative 
pour a: = O, positive pour x = c; donc la fonction t, dé- 
croissant d’abord pour croître ensuite, passe un minimum. 
C’est ce minimum qui est défini par la relation 

sini V 
siiir u'’ 

on retrouve ainsi la loi ordinaire de la réfraction de la 
lumière. 

105. Qi estio.x V. Étudier la variation de la surface du 
secteur sphérique de volume constant. 

Appelons x le rayon du .secteur, y la hauteur de la ca- 
lotte qui lui sert de base , et .supimsons que le volume soit 
égal à celui d’une sphère de rayon donné a ; nous aurons 
la relation 
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J 1 

- = --Ta*, 

J 4 


OU plus simplement 


9 % liU 

x'y = M\ -l — -^ 


La surface du secteur a j>our exprcssiou 

S = Ttx siy[%X—ij) + arxy , 
et, si l’on remplace y par sa valeur, 


r 20’ 

I z±:. 27ial 

L X 


+ V»('-5 • 


Cette fonction a pour dérivée 


1*/ x’ -f- aa’ \ 

\y/«(x*— «') j' 


La dérivée change de signe lorsque le sens de l’inégalité 


\'rt(x’ — rt’ 


- — /i« ^ 


4« < “ 


change ; mais cette inégalité se ramène à la suivante 
X* — laa 'x’ -j- aon* ^ o. 

En égalant à zéro, on arrive à l’équation trinôme (1" partie, 
n- 177) 

X* — 1 aa’x’ -j- aoa‘ = o , 

qui admet les deux racines réelles ay a et ay lo. 

Pour que la surface S soit réelle , il faut que la valeur 
de X soit plus grande que o ; ainsi , le rayon x peut varier 
de a à + 00 . Lorsque x = a,onay = ao,S = 4’'a’; Ip 
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secteur se réduit à une sphère de rayon a. Si l’on donne 
à ,r une valeur un péu plus grande que a , le premier tenne 
de S' ayant une valeur positive très-grande , la dérivée est 
positive, et par conséquent la surface S augmente quand x 
croît à partir de a; on en conclut que.la surface part d’une 
valeur minimum quand x part de la valeur initiale a; ce 
seçteur de surface minimum est une sphère. 

Supposons que x croisse de a à la plus petite racine ay a ; 
la dérivée , conservant le môme signe , reste positive et la 

S/“ 

surface augmente ; quand x dépasse ay a , la dérivée, s’éva- 
nouissant et changeant de signe, devient négative, et la 
surface diminue. La .surface passe donc par une valeur 
maximum^ pour ,r = y a; la valeur correspondante de y 
étant égale à celle de x, le secteur prend alors la forme 
d’une demi-sphère. Dans l’intervalle, la valeur de y, qui 
va toujours en diminuant, était supérieure à celle de x et 
le' secteur plus grand qu’un hémisphère. 

Quand x croît de la plus petite racine à la plus grande , 
la dérivée reste négative et la surface diminue ; quand x 

dépasse ay/io, la dérivée, .s’évanouissant une seconde fois 
et changeant de signe, devient positive et la .surface 
augmente. La surface passe donc par un minimum pour 

tr — 

x = oy 10 ; la hauteur y de la calotte est alors le cin- 
quième du rayop. 

Quand x croît à 1 infini à partir de ay/io, la déijvée 
reste constamment positive et la surface augmente indé- 
finiment. 

En résumant ce qui précède , on voit que le secteur de 
volume constant a d’abord la forme d’une sphère entière , 
et alors sa surface est minimum. La sphère .s’ouvre de plus 
en plug, et la surface du secteur augmente Jusqu’à ce qu'il 


Digitized by Google 


» 

«• 

i;HAP, V. |)ÉRI\(>PS. 119 

se réduise à une moitié de sj)li^i-e; alors la surface acquiert 
sa valeur luaxiiuuni. l>e secteur s’allonge ensuite, et la sur- 
face diminue jusqu’à ce que la hauteur de la calotte ne soit 
(lue le ciiiquiôniP du rayon; alors la surface jtasse par un 
minimum. Le secteur continuant à s’ailongor iiuléfiniment , 
la surface augmente à i)artir de ce minimum et augmente 
indéfiniment, 

Dèrivifê /Voic/inn ih plusieurs variahles. 

loti. Jusqu’ici nous n’avons considéré (pie des fonctions 
d'une seule variable; nous allons dire quelques mots des 
fonctions de plusieurs variables. Soit f{.r, tj) une fonction 
de deux variables indé|)endantes ,r et y (on nomme va- 
riables indéptmdantes des (|uantités (|ui varient d’une ma- 
nière tout h fait aibitraire et iniléjtendamment rime de 
l’autre). Si, regardant 1 / comme une constante, nous pre- 
nons la dérivée de la fonction par rapport la variable x, 
nous aurons ce qu’on appelle la lihix'fe purOeUe de la fonc- 
tion par rapport à x. De même, si, regardant x comme une 
constante, nous prenons la dérivée par rapport à la va- 
riable y, nous aurons la dérivée partielle par rapport à y. 
Telles sont les deux dérivées partielles du premier ordre . 
de la fonction proposée ; nous les désignerons par les no- 
tations Z' J, et Z'y, l’indice indiquant la lettre par rapport à 
laquelle on dérive. 

Si l’on dérive deux fois successivement, soit deux fois 
p.ar rapport à.r, soit une fois par rapport à x et une .se- • 
conde fois par rapport à y, so'rt deux fois par rapport à y, 
on obtient trois dérivées partielles du .second ordre que, 
nous désignerons par les notations /'ài , Kt ainsi 

de suite. . " 
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Par exemple, soit la fonction 

fyx, u) — 7>X- — 5xy + ;/• — 3x + + a. 

En dérivant par rapport à .r ou |>ar rapport à y , on a les 
deux dérivées partielles du ])reniier ordre 

/•', = 6a — 5y — 3 , 
r» — — 5a -f- ay 

En dérivant une seconde fois, soit par rapport à x, soit 
par rapport à y, on forme les trois dérivées partielles du 
second ordre 

txtfi— 5, = a. 

Les dérivées suivantes sont nulles. 

Extension du théorème des fonctions de fonctions. 

107. Soit une fonction f{u, v) de deux quantités n 
et V qui sont elles-mêmes des fonctions de la variable x ; 
il est clair (|ue y est en définitive une fonction de la va- 
riable X. Ou demande sa dérivée. Si l’on donne à la va- 
riable .r l’accroissement ax, il en résulte pour u et e les 
accroissements Au et Ae, et pour y l’accroissement Ay, 
et l’on a 

Ay = f[H Au , i’ -f- ^e) — f[u, y) , 

ou 

Ay = /'(u-l-Au , y-f-Ae). — /'(u, o-\- ^v)-^ fin, e-(-Ae) — fin, t'i. 

En divisant par ax, il vient 

Ay /i«4-Au, y An) — fu, y Ae) A« 

A.C Au Aj- 

, /•(», y + Ati) — /~fu, ^ 

AW ' ^ Ax’ 
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Supposons maintenant que lu- tende vers zéro, les rap- 
ports ^ — tendent vers les dérivées «' et v' des fonc- 

tions U et V. Dans le rapport 

/"(», e-f''^e) — /“(«, v) • ’ . • 

Ac ’ 

on voit que , u restant constîiute , la variable v éprouve 
l’accroissement Ar ; la limite de ce rapport est donc la dé- 
rivée partielle ^„(u, f) de la fonction f{u, v) par rapport 
à r. On voit de même que , dans le rapport 

/■(m A u, y-|-Ai?) — /■(«, w-|-Ac) 

Au 

la quantité v Ar restant constante, la variable u éprouve 
l’accroissement au ; la limite de ce rapport est la dérivée 
partielle de la fonction f{u , u -j- Ar) par rapport à u ; mais 
la fonction /’(u, u -f Ar) devenant égale à f{u, r), puisque 
Ap s’évanouit, la limite de ce rapport sera /”„(u, r). On a 
donc 

y = f'u X m' 4- a X 

Ainsi la dérivée d’une fonction de deux fonctions u et v ' 
d’une même variable x égale la dérivée partielle de la fonc- 
tion proposée par rapport à u multipliée par la dérivée 
deu, plus la dérivée partielle par rapport à v multipliée 
par la dérivée de u. 

Exemplet. 

1 “ y = Posant u = x, v = x, on aura j/ = u”; d'où, 
en appliquant le théorème précédent, 

y' = Cl/’”' u' -|- j <'' . L» . v' — x’ hx = jf ( \ L/ i. 
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l4‘-> 

2" y = (sin j)*'. Posant n = siti ,r, l' = 4^^» ‘'iûi'*’* 

même y = u" •, d’où 

ÿ' = . m' + (/‘’.L(oi)'= 4^ cos f(»io if 1. 

Dérivées des fondions implicites. 

108 . Ou dit qu’une fonction est implicite lorsqu'elle est 
liée à la variable par une équation non résolue. Ainsi 
l’équation 

dans laquelle le premier membre est une fonction quel- 
conque des deux variables x et y, définit une fonction im- 
plicite y dcr. Si l’on pouvait résoudre l’équation, on en 
déduirait y = <p(x) et la fonction deviendrait erpUeilêi 
On peut obtenir aisément ia dérivée d’une fonction im- 
pücite. En effet < prenons la dérivée de la fonction f{x^ y),- 
dans laquelle nous regardons .t comme la variable indé- 
pendante, et y comme une fonction dex; cette dérivée , 
d’après le théorème précédent, est égale .A 

/■' + A-.'/. 

('.omme la fonction /(x f y) est constamment nulle , sa dér’»- 
vée est aussi constamment nulle, et l’on a l’équation 

r* + /'v • y =■ ® ) 

d’où l’on déduit 



Telle est l’expression de la dérivée <le la fonction impli- 
cite y. 
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Exemples. 


1* Considérons la fonction implicite y délinie par l’équa- 
tion 


X* — 4^// -|- y’ + ai.- = O. 


On a, d’après la formule que nous venons d’établir, 

y = _ + ^ — “g — ' 

. • — 4 --'^ + V/ .'/ — 

L’équation proposée, étant du second degré par rapport 
à y, peut être résolue , ce qui donne 


y = ixàzyj 3i’’ — ax. 

La fonction devenant ainsi e.xplicite, on trouve directe-’ 
ment sa dérivée , 


y = a ± 


5x — 1 

V^3x* — 2X 


En remplaçant y par sa valeur dans la première expression 
de y, on obtient la seconde. 


2 3x ' — 4xÿ -f y = O , 


1 5x‘ — : 4y 
— 4-» + V' ' 


DES FONCTIONS PRI.MITIVES. 


109. On apj)elle fonction primitive d’une fonction donnée 
une fonction dont la fonction proposée est la dérivée. Nous 
allons démontrer d’abord l’existence de la fonction primi- 
tive, qu’on puisse ou non rexprimerau moyen des signes 
de l’algèbre. 
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S<iit y= f(x) la fonction proposée ; représentons cette 
fonction par une courbe , comme nous l’avons expliqué 
au n° 82, en portant sur la ligne horizontale OX , à partir 

du point 0 , des lon- 
gueurs égales aux diver- 
ses valeurs de la variable 
X , et élevant des perpen- 
dicidaires ou ordonnées 
égales aux valeurs coires- 
pondantes de y. Considé- 
rons l’aire /VBPM comptée à partir d’une ordonnée fixe AB 
jusqu’à une ordonnée mobile MP ; cette aire est une fonc- 
tion de x; car, si l’on fait croître x, l’ordonnée MP s’éloi- 
gnant, faire augmente; faire, variant avec x, est donc 
une fonction de x; nous désignerons cette, fonction par 
F(x). Je vais démontrer que la fonction F(x), ainsi définie, 
est la fonction primitive de la fonction proposée f{x). 
Concevons, en cil'et, que l’on donne àx un accroissement 
PP' = A; f accroissement k de la fonction F(x) sera faire 
du trapèze curviligne MPP'M' ; par les points M et M' me- 
nons les horizontales Ml) et M'K; on voit que faire du tra- 
])èze cunûligne est comprise entre celles des rectangles • 
MPP’D et EPP'M' ; ces rectangles ont pour mesure MP x h 
et M’P’ X à ; on a donc 

MPx// </. <MT'xA, 
et , en divisant par h, 

MP < 7 < MT'. 
h 

(Juand h tend vers zéro, l’ordonnée M'P' devient égale à MP; 
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donc la limite de - ou la dérivée F'(.r) est égale à l’ordon- 

fi 


née MP, c’est-à-dire à f{x). Ainsi la fonction proposée f{x) 
est la dérivée de la fonction F(x) ; et réciproquement, la 
fonction F (x) est la fonction j)rimitive de f{x) . 

Il résulte de là qu’une fonction continue quelcomjue a 
UJie fonction primitive , que l'on peut représenter j)ar une 
aire i)lane. Si à la fonction primitive F(x) on ajoute une 
constante arbitraire C, on aura encore une fonction primi- 
tive F(x) 4- ; car la constante ne donne rien dans la 
dérivée. 


DEUX rOXCTIONS gu OST DES |l)ÉRnÉES ÉGALES NE PEUVENT 
DIFFÉRER QUE PAR IXE CONSTANTE. 


110. Je vais faire voir d'abord que lors<iu’une fonction 
a sa dérivée constamment nulle , cette fonction est con- 
stante. 

Imaginons la fonction figurée par.une ligne. Si l’on dési- 
gne par a l’angle que fait la tan- 
gente à la ligne en un point quel- 
conque avec riiorizontale OX, nous 
savons (n° 70) <]uc la dérivée de 
la fonction représente tany a. Puis- 
que la dérivée est constamment 
nulle, l’angle o est lui-mème constamment nul. Ainsi la 
ligne en chacun de ses points a sa tangente horizontale ; ce 
ne peut être (lu’une ligne droite horizontale AB.~ L'or^ 
donnée MP de chacun des points de cette ligne droite es 
constante ; on 'eu conclut que la fonction proposée^a une 

lA»-* 

valeur constante. 


ï 

A 


1 n 




U 

P X 





■«I 

$. 
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Mais il est bou de démontrer algébriquement cette pro- 
position. 

Soit f{jr) une fonction ; en donnant à ü l’accroissement h, 
nous avons trouvé (n° 99) la relation 

/Ix + /0-/-(x) = A[r(xj + el. 

i s’évanouissant avec h. Si la dérivée est constamment 
nulle , cette relation se réduit à 

fx + h]—f{x] — ht. 

Je considère deux valeurs quelconques' et X de la va- 
riable X, X étant supposée plus grande que ; je partage 
l’intervalle X — jr, en n parties égales, et j’appelle h cha- 
cune de ces parties. Eu appliquant la relation précédente à 
ces divers éléments , on a 

/•[x, -f 3A) — /•(x, -H aA) = Aï, , 


/■(X-) — /'{^o + (n — « )A) = Ae,_. , 

chacune des quantités t„, t„ e,_, s’évanouissant 

avec h. 

Si l’on ajoute toutes ces égalités , les quantités intermé- 
diaires disparaissent, et l’on trouve 

/•(X) — /‘(x.) = Ai £„ - f î, -I- E, . .. . e,^). 

Appelons e la plus grande des quantités e„, e,,.... en va- 
leur absolue ; leur somme sera évidemment moindre que 
«E, et le second membre plus petit que nht ou que (X — e, 
puisque nA égale X — x, ; on aura donc 
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/(X.) /x,) < (X — 

• 

Imaginons maintenant que l’on partage l’intervalle con- 
stant X — X, en un nombre de parties de plus en plus 
grand ; la grandeur h des parties diminuera indéfiniment ; 

toutes les quantités s„ t„ , et par conséquent la plus 

grande d’entre elles tendront simultanément vers zéro, 
et le produit (X — «„) s s’évanouira. Il en résulte que la 
différence f{X) — f{x^) est nulle , c’est-à-dire que les va- 
leurs f{X) et /(Xj) de la fonction pour deux valeurs quel- 
conques de la variable sont égales ; ainsi la fonction con- 
serve toujours la même valeur : c’est une constante. 

111. Soient maintenant deux fonctions F(x) et ^(x), 
ayant même dérivée f{x ) , je dis que ces deux fonctions ne 
peuvent différer que par une con'stante. En effet , on a par 
hypothèse 

F'{x)=r{x]-, 

si l’on retranche ces demt égalités l’une de l’autre, il vient - 

ç'(xj — F’(x) = o. 

Mais <p' (x) — F (x) est la dérivée de la fonction <p(x) — F (x) ; 
puisque cette dérivée est constamment nulle, la fonction est 
constante ; donc 

<p(x) — F(x) = C. 

112. Nous avons dit (n“ 109) que lorsqu’on a trouvé 
une fonction primitive F(x) de la fonction proposée, et 
que l’on y ajoute une constante arbitraire , on obtient une 
nouvelle fonction primitive F(«) -f- C. 11 résulte de ce qui 
précède que l’on forme ainsi toutes les fonctions primitives 
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(le la fonction proposée , puisfpie toute autre fonction pri- 
mitive ne diffère de la première que par une constante. Cette 
fonction primitive F(x) + C , renfermant une constante ar- 
bitraire , s’appelle , pour cette raison , fonction primitive 
générale de la fonction proposée. 

On peut déterminer la constante de manière que la fonc- 
tion primitive ait une valeur donnée A pour une valeiu- 
donnée a de x; on posera 

F(«) + C = A, 

d’où 

C= A — F(4 

Si l’on veut, par exemple, (jue la fonction primitive 
s’annule pour x = a, on posera 

F(«)-fC = o; 

d où 

C = -F(a), 

et la fonction primitive devient F(x) — F (a). 

La représentation géométrique de la fonction primitive 
montre bien que cette fonction renferme une constante arbi- 
traire ; car on peut compter l’aire à partir d’une ordonnée 
initiale AB quelconque (n“ 109), et quand on chajige la po- 
sition de cette ordonnée initiale , on modifie éridemment 
l’aire d’une quantité constante. Déterminer la constante 
de manière que la fonction primitive s’annule pour x = a , 
c’est compter l’aire à partir de l’ordonnée initiale qui cor- 
respond à X = a. 

BEVEMR DE LA DÉRIVÉE A LA FONCTION PRIMITIVE, DANS LE CAS 
OÙ CETTE OPÉRATION PEIT SE FAIRE IMMÉDIATEMENT. 

11 3. (Considérons d’abord une fonction entière 

A.x’" -(- A.x’"-' + A.x’"-* 4- A«-,x-l- A„; 
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sa fonction primitive est 


A,.r" 

4" ' ~ — < 


H — — [• + c ; 


car, en prenant la dérivée de ce polynôme , on retrouve le 
polynôme proposé. Ainsi, pour avoir la fonction primitive 
d’une fonction entière, on augmente tous les exposants d’une 
unité et on divise chaque terme par l’exposant ainsi aug- 
menté. Cette opération élève le degré d’une unité. 

Par exemple , le polynôme 


X* — 5x 7 

a pour fonction primitive générale 


T 


Sx* 

~^ + 7X + C. 

a 


Si l’on veut que la fonction primitive s’annule pour a; = o , 
on fera C = o. 

La môme règle s’applique aux exposants quelconques. 


Exemples. 

1 » . f[x) = )/x = X*, 

s 

F[x) = lx*-\-C. 

T /•(x)=^ = r-% 

Fix) = — a?“' -}-C=^ + C. 

« ? 

3” f’^) = — I o-c ^-\-^bx ’ — idx~*. 

t 4 

F(x) ~ax * - hx ^ dx~* -f- C , 
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114. Voici encore d’autres cas où l’on peut trouver im- 
médiatement la fonction primitive , 

1“ 


F(x) = Lx C , ' 

2* 


F(X) = arc tang x -|- C , 

« 

8» 

f{x)= . , 

V i — X* 

F(x)= arc sin x -j- C , 

4° 

M = — . 

V 1 — x’ 

F(x) = — arc cos x C , 

5° 

/Ix) = e% 

F(x)=e*-t-C, 

6» 

/I.c) = «*, 

F(x)'=^ + C, 

V 

f[x) = coax. 

F(x) = sin X -f- G , 

8» 

f[x] = i\nx , 

F x) = — cos X C , 

9“ 

cos'x’ 

F(x) = tang X C , 

10» 

In’X 

F(x) = — cot X -|- C , 

11" 

,, , sinx 

/(X = — — , 

cos’x 

Fl x) = séc X C , 

12" 

cos X 

F(x) = — Cfiséc X -f- C. 

Souvent le théorème sur les fonctions de fonctions permet 
de reconnaître la fonction primitive : 

1° f x) 

1 

1 9 

X-\-H 

F/x)=Lfx-t-o)-l- C, 

T m 


F/ ri * If 
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rt’-j-x* 

"■+© 

X 

1 2X 

rt’4-x* 

“2«*4-X«’ 


X 

> “ ' 
a 


On voit ici que , le numérateur 'jtx étant la dérivée du dé- 

*2X 

nominateur o’ + ic’, la fonction — ; est la dérivée de 

a -f X 

L(a* 4 - 

5 * f\x) 


, v/a’ + 'ï’ 
6 » f{x)—e% 

7 " f{x)=coiax , 


Lx 

8 ° /'W=* 7 » 






il* 


F(x)= Vf/’ + .r’ 4 -C, 


F(x)=— + 0 , 
. sin ax , 


F(ï)=- (Lr)* + C, 

F(x) = LLx 4- C , 

~ (m— i)(Lr)'*-' ■* 
F(x) = arc tang (e*) 4“ C. 


C, 
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APPI.ICATION DE I.A THÉORIE DES DÉRIVÉES Al' DÉ\ I.I.gPPEMENT 
DES FONCTIONS L(l -f x) ET fl fC Iflflÿ X EN SÉRIES CONVER- 
GENTES , ORDONNÉES SlIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES 
DE X, LORSQUE CETTE VARURLE RESTE COMPRISE ENTRE 
— I ET + I . 

Développement de L(i -f- x). 


115. La fonction L(i-t-x) a pour dérivée — î — . En 

l-f X 


elfcctiiant la division de i par i -f x , et ordonnant le quo- 
tient suivant les puissances croissantes de x , on trouve 


— J — •= I — X 4- X* — X* rp x"“' ± — ^ 

I ' + 


Prenons les Ibnctions primitives des deux membres de 
cette égalité ; la*fonction primitive du premier membre est 
L(i -p x) ; celle du second membre est 


X X- _ 


: — ± o(x) , 


en désignant par ç(.r) celle des fonctions primitives de 
qui s’annule pour ,t = o, ce qu’on peut toujours 


1 X 


supposer (irllS). Ces deux fonctions primitives, ayant 
leurs dérivées égales, ne peuvent différer que par une 
' constante ; mais elles deviennent toutes deux égales à 
zéro pour x = o; donc elles restent constamment égales, 
et l’on a 


, X x’ , X* 


■ dz (f{xL 
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Je vais démontrer que , si la variable x est plus petite 
que J en valeur absolue , la fonction ^(jr) tend vers zéro, 
quand n augmente indéfiniment. Supposons d’abord x po- 

sitive ; la valeur de la fonction étant positive et iii- 

I + .x 

férieure à x", on aura 

t?'(x)>o, 
ç'(x) — x’*<0. 

Ces deux expressions admettent respectivement pour fonc- 
tions primitives 

j,»+i 

ÿ(x) et ^fx) — 


La fonction <p(x) , ayant sa dérivée positive , va en croissant 
avec X ; comme elle s’évanouit pour x = o , elle prend des 
valeurs positives croissantes quand x croît de o à 1. La 


fonction <p(x) 


«"+• 


« + 1 


, ayant sa dérivée négative , va en 


décroissant quand x croît; comme elle s’évanouit aus.si 
avec X, elle prend des valeims négatives quand x varie 
de 0 il I ; on a donc 


«?(x)- 


y"+l 


n -|- I 


<0, 


ou 


ç(x)< 


7-"+> 


n 4- I 


Ainsi la fonction a(.r) a une valeur positive inférieure h ' 


r« + l 


fl + 


-. Lorsque n augmente indéfiniment, x étant inférieur 


ou égal à l’unité. 


y.ll + 1 


n + I 


, et par suite w(x), tendent vers 
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zéro , et le développement se prolonge en sérw conver- 
gente 






116. Supposons maintenant que la variable ait une va- 
leur négative — x; la fonction L(i — x) a pour dérivée 

— ^ , expression qui se développe de la manière suivante : 

1 

^=_(,+x+..+ +^+-^y 


En prenant les fonctions primitives des deux membres et 
désignant par ç(x) celle des fonctions primitives de 

I — X 

qui s’évanouit avec x , nous aimons 


l; I — x) 


X x' X* 

7 ï~~T’ 



Désignons par a une quantité très -petite , mais déter- 
minée , et supposons que x soit moindre que i — « ; la va- 
leur de la fonction — — sera positive et inférieure à — 

1 — X « 

(car le dénominateur i — x est plus grand que a) , et l’on 
aura 

ç'(x) > O , 



En raisonnant comme précédemment , on voit que la fonc- 
tion if(x), ayant sa dérivée positive et s’évanouissant avec 

X , a une valeur positive, que la fonction <p(«c) — ^y -, 
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ayant sa dérivée négative et s’évanouissant avec x , a une va- 
leur négative. Ainsi la fonction ?(x)-a une valeur positive in- 

férifiure à ^ ; cette fonction tend donc vers zéro lorsque 

(n-l-i)a ^ 

n augmente indéfiniment , et l’on obtient la série convergente 



Comme la quantité a , dont nous avons fait usage dans la 
démonstration , peut être prise aussi petite que l’on veut , 
la série (2) reste convergente pour toutes les valeurs de x 
inférieures à l’unité. 

Remarquons que la série (2) se détluit de la série (1) en 
changeant X en — x; ainsi la série (1) est convergente et 
égale à la fonction L( i -|- x) pour toutes le.s valeurs de x 
comprises entre — i et -|- i . La série (1) reste convergente 
pour x= mais elle ne l’est plus pour x — — i , et , 
en effet , L(o) = oo. 

Développement de abc tang x. 


117, La fonction arc tang x a pour dérivée — r- — j. Par 

I ûf 

la division , cette dérivée se développe de la manière sui- 
vante 


I 

I -1- x’ 


l — x’ -J- X* — X* 


:ç: X’ 


X* 


1 -1- x’’ 


Prenons les fonctions primitives des deux membres. Le 
premier membre a pour fonction primitive arc tang x , le 
second r 


x’ x’ X*"' 

3 5 an — i ' 
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en désignant par ip(a-) celle des fonctions primitives de la 

fonction , qui s’annule pour x — o. Ces deux fonc- 

I T 

tions primitives, ayant leurs dérivées égales, ne peuvent 
différer que par une constante ; mais elles deviennent toutes 
deux égales à zéro pour a: = o ; donc elles restent constam- 
ment égales , et l’on a 


arc 


“"*' = 7 — +T 


an — I 




Supposons la variable x positive et inférieure ou égale h 


l’unité. La valeur de la fonction 


inférieure à x*", on a 


1 -f X 


J étant positive et 


f'(x) > O , 




< 0 . 


La fonction <p(.c), ayant sa dérivée positive, croit avec x ; 
comme elle s’évanouit pour x=o, elle prend des valeurs 
positives croissantes quand x croît de o à i . La fonction 


o(x)- 


r«»+i 


, ayant sa dérivée négative , décroît quand 


an -t- 1 

X croît ; comme elle s’évanouit aussi avec x, elle prend des 
valeurs négatives quand x croît de o à i . On a donc 


rl»+l 




an-f-i 


< 0 , 


ou 


»(x) < 


r«"+I 


an i’ 


Ainsi la fonction ç(x) a une valeur positive inférieure A 


a» -f I 


. Lorsque ri augmente indéfiniment , x étant infé- 
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P»+i 


et par suite tendent 


ricure ou éuale à runité , 

" an + • 

vers zéro, et le développement se prolonge en série con- 
vergente 


X x' x’’ . 

(3) arctanga; = - — y-f-j — — + , 


Cette série subsiste lorsque la valeur de x est négative , 
parce que la fonction arc lang x change de signe en même 
temps que le second membre quand on remplace x par — x. 
Ainsi la série (3) reste convergente et représente la fonction 
arc tamj x pour toutes les valeurs de x comprises entre 
— 1 et -f 1 , et même pour ces valeiu^ limites. 


CALCUL DES LOGARITHMES AU MOYEN DE LA SÉRIE QUI DONNE 
LE LOGARITHME DE n I , QUANT) ON CONNAÎT CELUI DE fl. 

CALCUL DES LOGARITHMES NÉPÉRIENS. — VALEUR DU 

MODULE DES LOGARITHMES \ ULIiAIRES. — CALCUL DES LOGA- 
RITHMES VULGAIRES. 


118. Nous nous proposons de trouver une série donnant 
la différence entre les logarithmes de deux nombres entiers 
consécutifs n et n -|- i . Puisque 


L: „ 4- , ) _ L», = L = L 


(‘+ïï)’ 


si dans la série (1) on remplace x par la fraction - , on a la 
série 

L[« -|- 1 ) — L»» — ^ -j- 

' ' ' n a.n’ ' 3.n’ 


Mais cette série ne converge pas assez rapidement, et il 
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faudrait prendre un grand nombre de termes pour avoir les 
logaritliiues avec une certaine approximation. 

On arrive à une série beaucoup plus rapidement conver- 
gente de la manière suivante : Si l’on retranche l’une de 
l’autre les deux séries obtenues précédemment 


X 


a? 


I a 3 4 


L(i — x)=- 


x’ 

■y 


les termes de degré pair se retranchent, ceux de degré im- 
pair s'ajoutent, et l’on a 


L i+x)-L(i -x)_L^ _ a -h -H y ) . 

Posons mmntenant 

1 -f-x » 

1 — X n ’ 

d’où 

1 

X = — — — — J 

an+ 1 

et remplaçons x par sa valeur, nous obtiendrons la série 

(ij LÎ^ = L(n-f i) — Ln 

n ' 



1 * 1 ' 1 "1 

an -j- I 

3 (an-)-i)“ 5 .(an-j-i)* J 


(jui convei ge d’autant plus rapidement que le nombre n est 
plus grand. , 
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Calcul des logarithmes népérietis. 

119. C’est au moyeu de la série (4) que l’on calcule les 
logarithmes népériens. 

En faisant « = i dans cette série , on a 

L>=S + ^+53^ + ^+----- 


On commencera par réduire en décimales les fractions 

, en divisant successivement par g ; puis 

on les divisera par les nombres impairs i, 3, 5, 7, 

Les dix premiers termes donnent , avec dix décimales 
exactes , 

La = o,6g3i4 71806. 

Si dans la série (4) on fait n = a , on a 


2 3 2 

^^-^“= 5 + 3 :^+^+ 


On abrège le calcul en remarquant que diviser par aS re- 
vient à diviser par 1 00 et à multiplier par 4* Les sept pre- 
miers termes donnent, avec dix décimales exactes , 

L3 = 1,09861 aa887. 

On obtient L4 en doublant simplement La , d’où 


L4 = i,386a9 436i 1 . 
On calculera ensuite L5 par la série 


2 2 2 

“-^^=5+3:7+57.+ •• 
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2 2 îi • 

Lts fractions -, s’obtiennent en divisant 

9 9 9 

par 3 les fractions déjà calculées Les cinq 

O O #) 

premiers termes donnent avec dix décimales exactes 
L5= 1,60945 79124. 

On obtiendra L6 en ajoutant L5 et L2. On calculera L7 
par la série en faisant n = 6 , et ainsi de suite indéfini- 
ment. 

Calcul des logarithmes vulgaires. 


Quand on veut calculer les logarithmes vulgaires , il làut 
d’abord chercher le module. Pour cela 011 calcule le loga- 
rithme népérien de 2 , au moyen de la série 

= 5 + ^ + ^ + ■ ■ ■ ■ 


comme nous l’avons expliqué dans le numéro précédent , 
ce qui donne 

La = 0,693 1471 806. 


. En doublant ce logarithme , on obtient le logarithme 
népérien de 4 

L4 = 1 ,3862g 4361 1 . 

On détermine ensuite le logarithme népérien de 5 , au 
moyen de la série 


L5-L4 = - + ^ + ^ + 
9 5-9“ 


eu remarquant que ces nouvelles fractions se déduisent tic 
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celles qui ont servi au calcul de L 2 , comme nous l'avons 
exj)liqu6. 

lùie fois qu’on a trouvé La et L5 , l’addition de ces dinix 
lügaritlimcs donne 

Li O = 2,ôoa58 5og3o. 


On sait que le module M des logaritlimes vulgaires est 
égal à j— — (n“ 75); divisant i par Lio» on aura la va- 
leur de ce module 

>1 = 0,4342944819. 

En le doublant, on a 

2>1 = o,8(>858 8yG38. 


On obtient les logaritlimes vulgaires en multipliant par 
le module les logarithmes népériens. La série (4) devient 


ainsi 

(5) 


a« 1 


+ 1) — log w 

I 1 


3(an + 0* 5(2rt -|- ij* 


C’est cette série que l’on emploiera pour calculer les loga- , 
ritbmes vulgaires ; eu séparant les termes et l’écrivant sous 
la forme 


(6) log,'n-pi )— logn: 


2.V1 


2>1 


2>I 


2n-|-l 3(2 /I-(-i)* 5(2H-J-lj' 


5 +• 



On obtiendra le logarithme vulgaire de , en multipliant 
jiar M le logaritlnnc népérien de a qui a servi à trouver le 
module. Ou calculera log 5 par la série 


, , , _2>I 2M , 2M , 

log 3 — log 2 — -f ^ 4 - ^ 4- 


5.5’ 


It 
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Oii calculera d’abord les fractions 


■Æ ^ 

5 ’ .V ’ 



eu 


divisant successivcnieut par 25, plus sim])lerru'nt eu iiiulti- 
pliaiit par 4 <it divisant pjir loo; on divisera ces fractions 

respectivement par i, 5, 6 , en ajoutant tes résultats, 

on aura loy ô. On aura log 4 <-H doublant log 2. On ob- 
tiendra tf)g5, et en multipliant par M le logarithme népé- 
rien (le 5 (jui a servi 4 trouver le module. On trouvera 
log ti eu ajoutant log 2 et log 5. On calculera log 7 par la 
série 


log; — log (5: 


2 >l 

73 


2M , I 

3.1 3’ ■*“ 57T7 ■ ■ 


Ou aura log 8 en ajoutant log 4 et log 2 , log 9 en dou- 
blant log 5; on sait d’ailleurs <jue log 10= 1. On calcu- 
lera log 1 1 par la série, et ainsi de suite, indéliuiinent. 

La .série (G) convergeant de plus en plus 4 mesure que 
l’on .s'élève dans l'échelle des nombres entiers, les calculs 
deviendront bientôt e.vtréiuement rajiides. On aura, pai’ 
exemple, le logarithme de loi avec huit décimales exactes 
au moyen de deux termes seuleuient 


2M 2M 

log 101 — a = ,. 

201 0.201 


On calculera d’abord le premier terme en divisant le 
nombre connu 2.M par 201 ; puis on déduira le second 
terme du premier en divisant celui-ci par 0.201' ou 
par 12 120*). 

Le premier tenue de la série sullira poui- le logarithme 
de 1001, 

log 1001 — O — , 

2001 

et 4 plus forte raLsoU au del4. 


« 
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CAI.CLI. DU RAPPORT DF. I.A CIRCONFÉRENCE AC DIAMÈTRE 
d’après r.A SÉRIE arc tang x. 


120. Nous avons trouvé (n“ H7) la s<';iip 


(7) 


X X* . x’ 

arc tangx = — + — — 

1 O 


convergentes pour toutes les vâleurs de x plus petites 
que 1 et même pour x= i. Cette série permet de calculer 
la longueur d’un arc dont on connaît la tangente ; il en 
résulte jdusienrs manières de déterminer le rapport de la 
circonférence-au diamètre. 

1° L’arc, qui a |)oiir tangente l’nnité, est la moitié du 


quadrant ou En faisant x= i dans la série, on a donc 
4 


18, 



Mais cette série ne converge pas assez rapidement et il 
faudrait un tro|) grand nombre de termes pour obtenir « 
avec (pielque approximation. Ün a recours à d’autres pro- 
cédés. 

2* En appelant a 1 arc qui a pour tangente — , on a la 
série 



2 3.2’ 5.2’ 

qui converge plus rapidement que la précédente, et qui 
donne une portion a du demi-quadrant t . Pour avoir la 
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partie complémentaire, je pose . ' 

, ^ 

h = - — a, 

4 

et je prends les tangentes des deax membres 

T. 1 

tang- — tanga i 

1 4 ai 

tangô= = 

1 4- tang -tang fl i+- 

4 2 

Ainsi l’arc b a pour tangente ^ , cl se dévelopjie de la ma- 

i) 

nière suivante 

' 5 3 . 3 ‘'^ 5 . 5 ’ 

En ajoutant les deux arcs a et 6, ou a 

(9) : = fl + 6=(i_^, + ^_ ) 

) 

De cette manière l’arc - est donné par la somme de 
4 

deux séries. 

3“ Je pars maintenant de l’arc qui a pour tangente ' 

» 

j’appelle a cet arc , 

_ « L_i__î 

" 3 3 . 3 ’ "'" 5 . 3 = 

Je double cet arc ; j’ai 
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tang ia : 


a tanga 3 
1 — tang’a 4 * 


L’arc 20 est encore plus petit que j'appelle b la dilTé- 


6 = 7 — a« , 

4 


tang b = 


1 — tang aa i 

I -|- tang aa 7 


L’arc 6 qui a pour tangente - est donné par la série 

7 


' , _î 

" 7 3.7’ ■^ 5 . 7 * 


On a donc 


(tO) - = aa-f4 


“*(3 3.3* ■^5.3* ) ^ 


4° On obtient des séries très-rapidement convergentes 
en partant de l’arc a qui a pour tangente 1, 


L4-_i 

" 5 3.5* ■'■5.5' 


Je double cet arc, j’ai 


tangaa = 


Je double encore une fois j’ai 





r./ 
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tang l\a : 


10 

13 


120 


35 1 19 

7^ 


Cette dernière tangente étant un peu plus grande que 
l’unité, il s’en.suit que l’<arc 4a est un peu plus grand 

que 7; j’appelle b la différence 
4 

U 

6 = 40 — 7, 

4 

et je calcule la tangente de cet arc , 


tang 6 : 


130 

i'9 


130 

«>9 


+ > 


1 

33p’ 


L’arc très-petit 6, dont la tangente est sera donné 
par la série 


sSg $>s 39* S.aSg* 


et l’on aura 


(11) ^ = = + ) 




VaSg 5.a3<| 


î + 




d’où 


, i6 ifi 16 

(12) .= .60-46 = -^- — + 5^- 


'.339 5.359’ ' 
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Ces (leux séries convergent très-rapidement , surtout la se- 
conde. Aussi cette dernière Ibruiule est-elle do beaucoup 
préférable .A celles que nous avons données précéalcui- 
nient. 

121. Voici le calcul de t: avec iG décimales exactes , au 
moyeu de la formule (12). 


Calcul de iGa. 


i6 


: 3 ,a 


iG 

5j=o,.^ 

r 

— = o,oo 5 ia 


iG 

— = 0,00020 48 


a 

16 


= 0,00000 8iga 


16 


— = 0,00000 o3a7G 8 


16 


— = 0,00000 ooi 3 i 07a 


16 

5^ 

il 

5 ” 

16 

5^ 

16 

5“ 


= 0,00000 oooo 5 a 4 a 88 
= 0,00000 00000 30971 5 a 
= 0,00000 00000 oo 838 86 
= 0,00000 00000 ooo 33 55 



— = 0,00102 4 
iG 


9.5’ 

iG 

éVÿ» 

iG 

17.5'’ 

16 

ai. 5 ” 


= 0,00000 09102 22222 22 
= 0,00000 000 1 0 08346 i5 
= 0,00000 00000 oia 33 62 
= 0,00000 00000 00001 60 
3 ,aoioa 491 la 3 i 7 o 3 5 q 


= 0,04266 66666 66606 67 

16 

— T= 0,00002 92571 4^857 14 

7-3’ 

16 

— rpf = 0,00000 00297 89090 91 
16 

,* = 0,00000 00000 34952 53 

1 


16 

= 0,00000 00000 00044 

' 

0,04369 59536 356 1 1 40 
160=3,158328957598093 19 


ê 
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Calcul lie 41 j - 

4 4 

= 0.0 iG ?3 640167364'* >7 = 0,016736401673640 17 

23 f) aog 

4 4 

-= 0,00000 02020 qqioi 44 -r— =7= o.ooüoo 00000 oioaS 8q 

209'* ' D.QJÇV 


— = 0,00000 00000 o 3 1 29 43 


0,01673 64016 74666 06 
4 

^ — ;rp; = 0,00000 0097666367 i 5 


46 = 0,0 1 673 63 o 4 o 08298 9 1 


Calcul de it. , 

160 = 3,158328957508092 19 
46 = 0,01673 63 o 4 o 08298 91 

« = 3 , 1 4 1 ^9 26535 S9793 28 

Il faut jircndre onze ternies dans la première série , trois 
dans la seconde. Les puissances impaires de | se dédui- 
sent les unes des autres en divisant par aâ, c’est-à-dire en 
multi|)liant par 4 et divisant par 100. .Nous avons fajt le 
calcul avec 17 décimales ; mais on ne peut pas compter sur 
la dernière décimale (pie l’on supprimera; on aura donc 
avec seize décimales exactes 

it = 5 , 14*59 26535 897932. 

(Jtustionit à résoudre. 

(IcisTio.N 1 . Trouver les dérivées des fonctions sui- 
vantes ; 

»• 
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1' yrrarcsinx — y'i — -c’. = 


X I 
^1 — X* 


2“ y = tanga: — cotx, 

3° y = x(Lx — i), 

4“ y = c’(x— i), ' 

5° y = X sin X CO* ^ J 

6“ ;/ = — X cos X -|- sin X , 


8 " y= L(x + v^x’ — i) , 

/« — ax\ 
\ O / 


10“ y = arc cos 


^ sin’xcos’x' 
y'=I^. 
y' = xe'. 

\j — X cos X. 
y = X sin X. 

, I 

=~î » 

x’ — I 


sjx'—X 

I 


y = 


X I — x’ 


v/: 


ÙX — X* 


I , / fjr — i)* \ I 2X-|-i \ 


Qi estion II. Dans un demi-cercle inscrire un trapèze de 
surface maximum. 

Répouxe. Le trapèze maximum est la moitié d’un hexa- 
gone régulier inscrit dans le cercle. 

Qi f.stion III. Parmi tous les parallélipiptVdes rectangles 
à base carrée de même surface totale , quel est celui qui 
a le plus grand volume ? 

Répotise. Le cube. 

Question IV. Sur les faces d’uu cube on élève six pyra- 
mides régulières de même hauteur. Parmi tous les corps 

J 


■E>*^ized by Googk 


170 LEÇONS d’algèbre. 

dn même surface aiusî formés , quel est celui qui a le plus 
grand volume? 

(JiESTioN V. Parmi toutes les iiiclies de même .surface, 
(pielle est celle »jui a le [dus grand volume ? 

Réponse. Le volume est maximum quand l’élévation de 
la niche égale le iliamétix! de la base. 

(JiESTjON VI. Sur la droite qui joint deux lumières, trou- 
ver le |)oiut le plus éclairé par ces deux lumières. 

Réponse. 11 faut partager la droite qui joint les deux lu- 
mières proportionnellemeiit aux racines cubiques des inteu- 
sités. 

OtTiSTioN Vil. Un cylindre de rayon donné est terminé 
par deux cènes égaux. Parmi tous les corps de cette forme, 
qui ont même surface totale, quel est celui qui a le plus 
grand volume? 
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CHAPITRE VI. 

THÉÜUIE DES ÉüL'ATlüNS. 


COMMENT VARIE CNE KONCTION ENTll-RE ({x) QUAND X VARIE 
d’une manière continue ENTRE — CO ET + GO. 

122. Lemme il Quand un polynôme entier en x ne con- 
tient pas de terme constant , on peut donner à x une valeur 
assez’petite pour que le polynôme ait une valeur plus petite 
que toute quantité donnée. 

Soit 

ax + ôx* -j- ex’ -}■ + 

un polynôme entier eu x ne renfermant pas de terme con- 
stant, et ordonné suivant les puissances croLssantes de x. 
Je dis qu’on peut donner à x une valeur assez petite, abs- 
traction faite du signe, pour que la valeur absolue du po- 
lynôme soit plus petite qu’une quantité donnée « , si petite 
quelle soit. En effet, si l’on désigne par M le plus grand 
coefficient en valeur absolue, et par y la valeur absolue du 
polynôme , on a évidemment 

ÿ < M(x -j- x’ -|- x’ -f- . .'. . .), 
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puisqu’on remplace tous les coefficients par le plus grand 
d’entre eux et qu'on a pris tous les termes positivement ; 
on peut aussi prolonger la série à l’infini, eu supposant x 
inférieure à l’unité, afin de rendre la série convergente. 
Faisons la somme des termes , il vient 


>J < 


— X* 


La question sera satisfaite si l’on rend le second membre 
plus petit que a ; posons donc 


d’où 


Mx 

I — X 




X < 


M + a 


Ainsi , pour toutes les valeurs de x comprises entre ■ 


M + c 


et + polynôme aura une valeur comprise entre 

— a et -f- “• 

Par exemple , la valeur du polynôme 


ax — ôx’ + 7x’ -|- f)x‘ — 4x® 


sera comprise entre — o, i et + o, i , quand la variable x 
sera comprise entre ~ ~ ~ plo* simplement 

entre — o,oi et + o,oi. 


123. Lemme 11. (Juand un polynôme entier est ordonné 
par rapport aux jmissances croissantes de x, on peut donner 
à la variable xine valetir assez petite pour que le premier 
terme soit plus grand que ta somme de tous les autres , et 
par conséquent donne son signe nu polynôme. 




Soit 
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y = ax” + Ax"^' -|- cx*^* -f“ 


le jxilynôuie proposé ; je le mets soas la forme 
y = x"(n + bx 4- rx’ -|- ). 

Nous venons de démontrer que l’on jieut donner à x une 
valeur assez petite numériquement pour que la valeur ab- , 
solue du {lolyuôme 

Ax4-cx’+ ' 

soit inférieure à celle de a. Pour ces valeurs de æ , le pre- 
mier terme du polynôme proposé sera plus grand que la 
somme de^tous les autres et donnera son signe au poly- 
nôme. 

Par e.xemple , le premier terme du polynôme 


ax — Sx* -|- 7x* -1- gx‘ — 4-^’ 


sera plus grand que la somme de tous les autres pour les 

3 3 

valeurs de x comprises entre — — et -|- — . 


124. Lemme 111. Quand un polynôme entier est ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes de x , un peut don- 
ner à X une valeur assez grande pour que le premier terme 
soit pUts grand que la somme de tous les autres , et, par con- 
séquent , donne son signe au polynôme. 

Soit le polynôme 

y = ox" éx*”‘ cx*“* -f- 

Mettant x" eu facteur, je l’écris sous la forme 




y = x" 
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Le polj iiônie entre ijurentliè.se est orclonué p:ir rapport aux 
puissances croissantes de la variable en vertu du leniine 

précédent, on peut prendre - assez petit, c’est-à-dire x 

vC 

assez grand, en valeur absolue, pour que le premier terme 
soit plus grand que la somme de tous k's autres, et, par 
conséquent , donne sou signe au polynôme. 

Par exemple, le premier tei'me du polynôme 

2 x‘ — 8x‘ — ax* 6x’ — 5x 4- 7 

surpassera la somme de tous les autres pour toutes les va- 

leurs de - i)lus petites fpie , et ])ar cÔiiséqueut 

pour toutes les valeurs de x plus grandes que 5 , en valeur 
absolue. 

125. Théorème. Une fonction entière l'(x) varie d'une ma- 
nière continue quand x varie d'une manière continue. 

Si l’on donne à la variable .t un accroissement /i, la lonc- 
tion éprouve l’accroissement f n° 80). 

/4- + = n-^A + Çy + S + 

Le second mend)re étant un polynôme entier en h qui ne 
reid'erme pas de terme constant, on peut donner à h une 
valeur numéibpie assez petite pour (|ue ce polynôme ait 
une valeur absolue [ilus |)clite que toute (piantité donnée. 
Ainsi , à un accroissement iuliniment petit de la variable 
correspond un accroissement infiniment petit de la fonc- 
tion , et, par conséquent , loi sque la variable x varie d’une 
manière continue, la fonction varie aussi d’une manière 
continue. 
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12l>. Hi'MAiiorK. 11 ivsl aisé devoir que si lu variable ,r 
angnieiite iiidéliuiiueul en valeur absolue, la foue.titui aiig- 
uienle aussi iudéliuimeul. Kii ell’el, mol tous le {lolyuôiiie 

fyx) = ou" i- hx"-' 4- e.( + 

sous la fonne 

= + 

Quand X est très-grand ou — très-petit , la valeur de la 

JC 

parenthèse dillèrc très-jieu de la quanlitè live a ; le ))rciuier 
facteur r"’ auguieute indéliuiment ; donc le (irodiul de\ieiit 
plus grand (pie toute (piautitè donnée. 

Sup[)os()us, [)our fiver les idées, le jux'inier coeflicicnl 
positif; lors(pie -c tend v(!is > cc , le poljiKJiiic tend aussi 
vers -j- loisipie x tend vers — x, le polynôme tend 
vers — -X s’il est de degré iiniiair, et vers ce s’il est do 
degré pair. Ainsi, lorscpie x croit de — x à | x , la fonc- 
tion varie de — x *'i + <» si <n estinipaii’; si m est pair, 
elle part de -f- x |)our revenir à x. Dans rintej\alle 
elle ])cut éjuxiuver des alternatives de croissance et de. dé- 
croissance. 

Le signe de la dérivée f{x) indique si la fonction croît ou 
décroît; cette dérivée, étant un pohnônie cjitier en x , 
const^rve toujours le signe de. son premier terme au delà 
d’une certaine limite., à partir de laipielle la fonction n’é- 
prouvera plus aucune alternative, d’augiuciitation et de 
diminution. Ln supposant comme précédemment le premier 
coellicient positif, la dérivée restera constamment positive 
et la fonction ira en augmentant indéfiniment, à partir 
d’une ceilaine valeur de x. 
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LORSQUE DEUX .NOMBRES a ET b SUB.ST1TUÉS DA.VS UNE EO.NG- 
XION E.NTIÈRE f{x) DOJiXE.NT DES BÉSUI.TATS DE SIGNES 
CONTRAIRES, l’ ÉQUATION f{x) = 0 A AU MOINS UNE BACINE 
RÉELLE COMPRISE ENTRE fl ET II. — TOUTE KONCTION f{x), 
QUI RESTE CONTINUE POUR TOUTES LES VALEURS DE .T COM- 
■ PRISES ENTRE a ET b, JOUIT DE CETTE PROPRIÉTÉ. 

i‘27. Ceci résulte de la continuité de la fonction. Soit a 
plus petit que 6, et supposons, par exenqile, que le po- 
lynôme /■(.r) ait une valeur négative pour x = a , une 
valeur positive pour x=b. Si l’on imagine que x croisse 
d’une manière continue de a à b, la fonction variera d’une 
manière continue , allant d’une valeiu" • négative à une 
valeur positive; comme elle reste liiiie, elle devra néces- 
sairement, dans l’intervalle, passer par la valeur inter- 
médiaire zéro. Ainsi la fonction f[x) s’annule pour une va- 
leur de X comprise entre a et 6 ; cette valeur de x est racine 
de l’équation f{x) = o. 

11 est possible que la fonction passe plusieurs fois par 
zéro dans riiitervalle de a iib; dans ce cas l’équation admet 
plusieurs racines réelles comprises entre a et b. 

Toute fonction finie et continue jouit évidemment de 
la même propriété. 

t.NE ÉQUATION .VLGÉBRIQCE DE DEGRÉ IMPAIR A AU* MOINS 
UNE RAQNE RÉELLE. 


128. On appelle équation algébrique une équation ob- 
tenue en égalant à zéro une fonction entière f{x). On peut 
toujours supposer le premier coellicient positif; s’il était 
négatif, on cliaiigerait tou’s les signes. Si l’on donne à x 
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une valeur négative très-grande, le polynôme prend une 
valeur de môme signe que celle de son premier terme, 
c’est-à-dire une valeur négative, puisque ce premier terme 
est de degré impair. Au contraire , si l’on donne à x une 
valeur jiositive très-grande, le polynôme prend une valeur 
positive. Ainsi quand x varie de — cc à -f- oo , le polynôme 
f{x) change de signe et s’annule au moins une fois ; donc 
l’équation f{x) = o a au moins une racine réelle. 

Cette racine réelle a un signe contraire à celui du der- 
nier terme de l’équation. Supposons d’abord que le dernier 
terme, c’est-à-dire le terme indéiiendant de x, soit négatif ; 
pour X = O, le polynôme, se réduisant à son dernier terme, 
a une valeur négative; pour une valeur très-grande po- 
sitive, il a une valeim positive ; donc le polynôme change 
de signe quand x varie de o à -f oo et , par conséquent , 
l’équation admet une racine positive. Supposons mainte- 
nant que le dernier terme soit positif ; pour x = — oo , 
le polynôme est négatif, pour x =o il est positif; il change 
donc de signe quand x varie de — oo à o et , par consé- 
quent, l’équalion admet une racine négative. 

On peut afTirmer, par exemple, que l’équation 

x’ — 5x* -1- 4*^ — 7 = 0 

a au moins une racine réelle positive, et que l’équation 
x’ — 5x’ — 4® "h 7 = 0 
a au moins une racine réelle négative. 

UNE ÉQUATION ALGÉBBIQUE DE DEGBÉ PAIB, DONT LE DEBNIEB 

TEKME EST NÉGATIF, A AU MOINS DEUX BACINES BÉELLES. 

129. Pour x = 0 , le polynôme, se réduisant à son der- 
nier terme, a une valeur négative. D’ 801601*8 une valeur 

13 


i 

l 
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de a très-grande, soit positive, soit négative, rend le po- 
lynôme positif, puisque son premier terme, qui ^ij^e 
degré pair, reste toujours positif. Ainsi le polynôme change 
deux fois de signe , une fois de o à -f- x , une seconde fois 
de O à — x; donc l’équation admet au moiii^^iu racines 
réelles, Time positive, l’autre négative. 

Par exemple, l’équation 

X* — Sx’ — 3x — a = O 

admet au moins deux racines réelles, l’une positive, l’autre 
négative. * 

11 n’est qu’un cas où l’on ne sait pas si l’équation admet 
une racine réelle ; c’est celui où l’équation , étant de degré 
pair, a son dernier terme positif ; car, dans ce cas, le poly- 
nôme ne change pas de signe et reste positif quand x varie 
de O à -f X ou de O à — oc. Ainsi, on ne sait pas si l’ équation 

x’ — 5x* — -f- a = O 

admet une racine réelle. 

TOUTE ÉQUATION ALGÉBBIQUE /(x) = O , A COEFFICIÇNp RÉELS 
OU IMAGINAIRES DE LA FORME a-\-h^ — 1, A UNE RACINE 
RÉELLE OU IMAGINAIRE DE LA MÊME FORME. — ( On UC 

demandera pas à l’examen la démonstration de ce 
théorème. ) 

Nous admetlrons ce théorème sans démonstration , nous 
bornant à en préciser le sens. 

Si dans un polynôme entier f{x) on remplace x par la 
quantité imaginaire a-^h\j — i, et que l’on développe 
chatpie puissance de x de la manière indiquée au n° 48, 
OU trouvera une quantiu^ de la fonne A + Bv — i ; nnilti- 
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pliaiit cette puissance par le coeflicient, on obtiendra un ré- 
sultat de la même l'orme; réunissant enlin les parties réelles 
et les parties imaginaires , ou arrivera à un résultat final de la 
forme Or ou dit qu'une quantité imaginaire 

P + Qv^ — 1 est nulle lorsque les deux quantités réelles P 
et Q sont nulles séparément. Le théorème signifie que l’on 
peut déterminer a et 6 de telle sorte que l’on ait à la fois 
P=o et Q = o, et la valeur x = a + b\/—i est dite racine 
de l’équation. 

.fc' ■ . ' • 

EST RACINE d’cNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE, LE PREMIER 

membre est divisible par X — a. 


180. Soit f{x) ûn polynôme entier du degré m ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes de x, on peut 
diviser ce polynôme par x — o et pousser l’opération jus- 
qu’à ce qu’on arrive à un reste indépendant de *. Si l’on 
appelle <p(x) le quotient qui est un polynôme entier du 
tn — 1 * degré, et R le reste constant, on aura 

^ /(j;) = (x — a)t(x)-)-R. 

Cette égalité est vraie , quelle que soit la valeur de x. Don- 
nons à a: la valeur particulière a, le premier terme du 
second membre s’évanouit, puisque le facteur x — o devient 
nul et que l’autre facteur ^(a) conserve une valeur finie; 
il vient donc 

f(a)=n. 

Ainsi, quand on divise un polynôme entier par un binôme dx 
la forme x — a, le reste de la division est le résultat que fon 
obtient en remplaçant x par a dans ce polynôme. 

Supposons maintenant que a soit racine de l’équation 
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f[x) = o; cela signifie que, si l’on remplace x par a clans le 
premier membre , on obtient un résultat f(a) égal à zéro. 
Donc le reste R est nul, et l’on a 

* 'é 

f{x) = (x — a)<f[x). 

Ainsi, lorsque a est racine d'une équation algébrique 
f(x) = o, le premier membre est divisible par x — a. 

Réciprocpaemeht , si le premùr membre est divisible par 
un binôme de la forme x — a, la quantité a est racine de 
f équation. En effet, dire que le poljiiôme f{x) est divisible 
para? — o, c’est dire que le reste constant R auquel on arrivie 
en effectuant la division est nul ; donc la quantité f{a) est 
égale à zéro et a est racine. 

131. Nous allons maintenant indiquer une règle très- 
simple pour calculer le quotient. 

Soit 

f(x) = -I- A,x"-’ -f A, a-*-’ + A«_,a: -f A. 

le polynôme proposé. 

Divisons ce polynôme par x — a, 

A„a:“ + A,.r"‘-' + A,Æ'"~* + A,x*-’... + A„_,a-+A„ .r—a 

(A^+A,\r"-'+A,x— ’+AaT"-» +A« A^a;"-’+B,x— *+B,a— 

(B,n + A,)x”-* + A,ar"-» + A„. 

(B,«+A,)a:“-’ 4-A« 

\ Bpi_,û -f“ A _ I + A m 
reste B„_,<i+Am 

Le premier terme du quotient est Ax"-' ; multiplions ce 
terme par le diviseur x — a, et retranchons du dividende ; 
le produit par x détruit le premier tenue du dividende, 
le produit par —a donne la quantité A/u’"-* qui s’ajoute 
au second terme; ainsi le premier reste ou second divi- ’ 
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dende a pour premier terme (A,a4- les termes 
suivants étant les mômes que dans le dividende proposé. 
Si l’on divise ce premier terme par x , on aura le second 
terme du quotient, en représentant pour abréger 

A,o-f A, par B, ; multiplfons ce second terme par x — a, le 
produit^parx détruit le premier terme du second dividende, 
le produit par — o donne la quantité B,«x"*~’ qui s’ajoute 
au second terme; ainsi le troisième dividende a pour pre- 
mier terme (B,a-|- A.jx”"’, les termes suivants restant les 
“ipémes que dans le dividende propo^. Si l’on divise ce 
’pRmier terme par x, on aura le troisième terme B,*"“* du 
(^otient, en représentant B,a4-A, par B,, et ainsi de suite. 

' ' Cette loi est générale : on oblienl un coelJicient quel- 
conque quotient en multipliant le coefficient précédent par 
a et ajoutant le coefficient du terme de mime rang dans le 
%ÀZyndm« proposé. « 

On arrivera ainsi au dernier dividende 
A»_i)*H-A*, qui donnera le dernier terme B„_, du quo- 
' tient, B»_, représentant la quantitéB„_,a-f A„_,; en mul- 
tipliant ce dernier terme parx— o et retranchant du der- 
nier dividende, on aura le reste de la division B„_,a-|- A*. 
On voit par là que le reste de la division se forme au moyen 
du dernier terme du quotient suivant la même loi , en mul- 
tipliant le dernier terme du quotient par o et ajoutant le 
dernier terme du dividende. 

Les coefficients du rpiotient , foimés d’après cette loi , ont 
pour valeurs 

B, = A„a -f- A,, 

B, = A„a’ -|- A, a A,, 


B„.,=A„a— +A,a- 


-j- Am- 


: .V C -.4 K 
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et le reste de la division 

.. R = B^,a + A„=A„a” + A,tt"-‘ + A,. 

* m 

Exemple», 

1® Diviser par x — 3 le iwlyuùme 

— 8 J* + — Gj* 4" ‘3. 

L’appUcation de la règle précédente donne le quotient 
ax‘ — ax’ + X* — 5x — 4- 

Après avoir écrit le premier coeflicient a, on dira ; a mul- 
tiplié par 3 6 et — 8 — a; — a multiplié par 

5 — f) et -(- 7 + 1 ; -j- * multiplié par 3 4- ô 

et — 6 — 5; — 3 miiltiplié par 3 — g et -f 5 — 4* 

Si l’on multiplie le dernier terme du quotient par 5 et que 
l’on ajoute le dernier terme la du dividende, on trouve le 
reste o; donc 3 est racine de l’équation obtenue en égalant 
le polynôme proposé à zéro. 

2° Diviser pai- x -j- a le polynôme 

2 X* 4" — 'ox* — ax 4- 5* 

En opérant de la même manière , on trouve le quotient 
ax’ — 3x’ — 4-c + G. 

Ici fl = — a, on dira donc : a multiplié par — a — 4 

et 4-1 — 3; — 3 multiplié par — a +6 et — lo 

— 4 : — 4 multiplié par — a 4 - 8 et — a -[- 6 . En 

multipliant le dernier terme du (|uotient par — a et ajou- 
tant + 5 , on obtient le reste — 7 de la division. Donc — a 
n’est pas racine. 
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3® Diviseï' par x — a le polynôme 

x" — i3j“ + 7x‘ -f *3-r’ + — 8- 

Le polynôme n’est pas complet ; il ne contient pas de 
termes en x’, x® et x’ ; on imaginera le polynôme complété 
au moyra de coefficients nuis et écrit sous la forme 

x* + ox'’-j- ox* — i3x* 4" + ox’-t" — 8; 

puis on appliquera la règle ordinaire. Le quotient est 

x’ + ax* + 4x‘ — 5x‘ — 3x’ — (Ix* -f- ^ "F" 4 

« 

et le reste nul. Donc a est racine. 

* 

UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE DU DEGRÉ m A TOUIOCRS ttl RA- 
■' GINES RÉELLES OU IMAGINAIRES, ET ELLE NE PEUT EN 
AVOIR davantage. — DÉCOMPOSITION DU PRE.MIER MEMBRE 
EN FACTEURS DU PREMIER DEGRÉ. 

132. Soit f{x) un polynôme entier du degré m. Nous 
avons admis que l’équation f{x) = o a toujours une racine a 
réelle ou imaginaire , et nous avons démontré que le poly- 
nôme f{x) est divisible par x — a. En appelant X, le quo- 
tient qui est un polynôme entier du degré m — i, on a 

f[x) = [x — «)X,. 

Mais l’équation X, = o admet de même une racine b, et le 
polynôme X, est divisible par x — ô, ce qui donne 

X| =(x— Ô)X,, 

le quotient X, étant un polynôme entier du degré m — a. 
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L’équation X, = o admettant une racine c , le polynôme X, 
est divisible par x — c, et l’on a 

X,=z{x-C)\„ 

le quotient X, étant un polynôme du degré m — 3. En con- 
tinuant de la même manière, on arrivera à un polynôme 
X»_i du premier degré ; l’équation X„_, = o admet une 
racine k, et le polynôme s’écrira 

le dernier quotient A étant indépendant de x. Si l’on mul- 
tiplie entre elles toutes ces égalités , les polynômes inter- 
médiaires disparaissent P et l’on a 

f{x) = K(x — a) [x — 6) (x — c) (x — k). 

ft 

Ainsi tout polynôme entier du degré m peut être décom- 
posé en un produit de m facteurs du premier degré. 

Le facteur constant A est égal au premier coefficient du 
polynôme, parce que si l’on fait la multiplication, le pre- 
mier terme du produit est Ax". 

133. Un polynôme ne peut être décomposé qu’en un seul 
système de facteurs du premier degré. En effet , supposons 
qu’un autre mode de décomposition ait donné 

f{x) = A'fîc — a') (x — b'){x — c') {x — k'). 

Nous remarquons d’abord que les deux coefficients A et 
A' sont égaux , comme étant tous deux égaux au premier 
coefficient du polynôme. Les deux produits sont égaux pour 
toutes les valeurs de x; donnons A x la valeur particulière 
a; le premier produit, contenant le facteur x — a, s’an- 
nule ; le second , qui est égal au premier, doit s’annuler 
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aussi; pour cela il est nécesstûre que l’un des facteurs 
s'annule, c’est-à-dire que la quantité a soit égale à l’une 

des quantités a', b', ; supposons a = a' -, il en résulte 

que les deux produits contiennent tous deux le même fac- 
teur j; — O. Sil’on divise ces deux produits égaux jiar x — a, 
on aura deux quotients 

(x — b) {x — c) (x — A) = (x — b'){x — c') (x — k') 

égaux pour toutes les valeurs de x. En donnant à x la va- 
leur particulière 6, on démontrera de même que le facteur 
X — 6 du premier membre se trouve dans le second. On divi- 
sera par ce facteur commun et l’on continuera de la même 
manière jusqu’au dernier facteur. Ainsi les deux produits 
égaux sont composés identiquement des mômes facteurs. 

184. Il résulte de là qu’une équation algébrique du degré 
m a toujours m racines, réelles ou imaginaires, et n’en a que 
m. Soit l’équation f{x) = o, dont le premier membre est un 
polynôme entier du degré m. Nous venons de démontrer 
que ce polynôme peut être décomposé en un produit de m 
facteurs du premier degré 

fix) = A(x — a){x — b) (x — c) (x — k). 


Si l’on remplace x par l’une quelconque des m quantités 
a, b, c, k, l’un des facteurs du second membre s’an- 

nule; les autres facteurs consentant des valeurs finies, le 
produit s’annule aussi. Donc l’équation admet les m racines 
a, b, c, k. 

L’équation n’admet pas d’autres racines que celles dont 
nous venons de parler; car toute valeur de x, autre que 
a,b,c, k n’annulera aucun des facteurs, et, par consé- 

quent, n’annulera pas le produit f{x). 
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135. Remarque 1. — Dans cette démonstration, nous nous 
appayons sur ce principe que , pour qu’un produit de plu- 
sieurs facteurs soit nul , il est nécessîdre et il suffit que l’un 
des facteurs soit nul. Ce principe est évident quand les fac- 
teurs sont réels ; mais il a besoin de quelques explications 
quand les fadeurs sont imaginaires. 

On appelle module d’une quantité imaginaire — i 

le nombre positif y/a* 4- b*. 

On dit qu’une quantité imaginaire a ôy/ — i est nulle', 

quand on a séparément a = o et 6 = o. On voit que , lors- 
qu’une quantité imaginaire est nulle, son module est nul, et 
que réciproquement, si le module est nul, la quantité ima- 
ginaire est nulle ; car la somme des deux nombres positifs 
a’ et 5’ ne peut devenir nulle que si ces deux nombres sont 
nuis séparément. 

Considérons le produit de deux quantités imaginaires 

(a bi] (a' -|- b'i) = aa' 4- ab'i -{■ ba'i -j- bb'i* 

= {aa' — bb'i -|- (o6' -j- ba'i i ; 

ce produit a pour module 


y/(aa' — 66')* + {ab' 4- 6o')* = y/a*o’*4- 6*6'* + a'b'' 4- 6’a'* 

= V (a* 4- 6*) (a'* 4- 5”). 

On voit par là que le module d'un produit de plusieurs 
facteurs est égal au produit des modules. Ce théorème s’étend 
éndemment à un nombre quelconque de facteurs. 

Cela posé , soit le produit de plusieurs quantités imagi- 
naires 

A 4- Bi = (o 4- 6i) (a' 4- 6'i) («"-}- 6"i) 

Le module du produit étant égal au produit du module , 
on a 
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A* + B* = (o* + b*) (a" + 6'*) (a"« + 6"*) 

Pour que le produit soit mil, il est nécessaire et il suflit que 
son module soit nul; ce module étant égal au produit de 
phisicurs nombres positifs, il est nécessaire et il suflitque 
l’uu d’eux soit nul, c’est-à-dire que ruiie des quantités ima- 
ginaires soit nulle. 

13(5. Remarque II. — Nous pouvons luaiutenant préciser 
davantage le sens du tliéoréme démontré au u" 127. Nous 
avons dit que, lorsque deux nombres réels, que nous apjicl- 
lerons et»,, mis à la place de x dans le polynôme f{x), 
donnent des résullats de signes contraires , ces deux nom- 
bres comprennent au moins une racine réelle de l’équation 
f(x) — 0 (11 est bien entendu que l’équation est supposée 
avoir tous ses coefficients réels.) Nous pouvons ajouter que, 
si ces deux nombres comprennent plus d'une racine , ils en 
comprennent un nombre impair, et que, eu outre, lorsque les 
deux nombres x„ et», donnent des résultats de même signe, 
ils ne comprennent aucune racine , ou en comprennent un 
nombre pair. ^ 

Désignons par a, b, , « les diverses racines comprises 

entre », et »,, et écrivons le polynôme f{x) sous la forme 

f(x)—{x — a) {x—b) {x — e)<^(x), 

ÿ(») représentant le produit des facteurs qui correspondent 
aux autres racines. En remplaçant » successivement par », 
et »,, on a 

/(»,) = (», — a) (», — 6) (», — e) <? (»„) 

/■(»,) = (», — a) (», -- 6) (», — e) ç (»,}. 

Nous remarquerons d’abord que <p(»,) et ÿ(^,) sont des 
quantités de même signe ; autrement , les deux nombres 
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et ar, comprepdraient encore une autre racine , ce qui 
est contraire à l'hypothèse. Supposons plus petit que a;,: 

le nombre étant plus grand que les racines a, b, e, 

chacun des facteurs x, — a, ar, — b, — e, est po- 

sitif; donc f{x^) a le signe de o(x,). Le nombre étant 

plus petit que les racines a, b, e, chacun des facteurs 

— O, iT, — b, x„ — c, est négatif. Si le nombre de ces 

facteurs est pair, /(x„) aura le même signe que ?(x„) , 
et, par conséquent, que f[x,) ; si le nombre des facteurs est 
impair, f{x^) aura un signe contraire à celui de (x„) , et 
par conséquent contraire à celui de /(x,). Ainsi les deux 
résultats f(xj et /"(x,) ont le même signe ou des signes 
contraii-es, selon que le nombre des racines réelles com- 
prises entre x„ et x, est pair ou impair. 

Des considérations géométriques très-simples font bien 
comprendre cette proposition. Imaginons que l’on repré- 
sente par une courbe la fonction f(x), comme nous l’avons 
expliqué au n° 82 , en portant sur un axe horizontal OX , à 
partir d’un point fixe 0 les valeurs de x, et élevant des per- 



pendiculaires ou ordonnées égales aux valeurs correspon- 
dantes de la fonction, dans un sens ou dans l’autre, suivant 
le signe. Les racines réelles de l’équation f(x) = o corres- 
pondent aux points où l’ordonnée devient nulle, c’est-li-dire 
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OÙ la courbe coupe l’axe OX. Si la courbe coupe l’axe au 
point M , la longueur OM est une racine de l’équation. 

Supposons que deux valeurs OA et 00 de la variable x 
donnent au polynôme des valeurs de signes contraires — AB 
et + CD; pour aller du point B au point 1), la courbe devra 
nécessairemHot couper l’axe 0\ en un certain point M , et 
l’équation admettra une racine OM comprise entre OA et 00. 
Mais la courbe peut coujx'r l’axe eu plusieurs points , 
comme le montre la ligne ponctuée ; dans ce cas elle le 
cnuixi en un nombre impair de points I’, M , Q. 

Supposons maintenant que les deux valeurs OA et 00 de 
la variable x donnent à la fonction des valeurs AB et 
-P CD de môme signe. En général, la courlx? ira du point 



B au point D sans rencontrer l’axe OX , et l’équation n’aura 
pas de racine dans l’intervalle ; si elle coui)C l’axe , elle le 
coupera en un nombre pair de points M, P, et l’équation 
aura un nombre pair de racines dans l’intervalle. 

BEIJXTIONS ENTRE LES COEFFICIENTS d’üNE ÉQUATION 
ALGÉBRIQUE ET LES RACINES. 

137. Supposons que l’on ait divisé tous les termes de 
l’équation par le premier coeflicient , afin de la ramener à 
la forme 

i" -4- A + A -P A* = O. 
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Cette écpiation a m racines a, b, c, k, et noos avons 

démontré que le premier membre f{x) peut être décomposé 
en un produit de m facteurs binômes ^ 

(or — a) (x — b) (x — c) (x — A-). 

Si l’on effectue ce produit, il est clair que l’on reproduira 
identiquement le polynôme proposé. Or si l’on appelle S, 
la somme des racines, S, la somme des produits des racines 

deux à deux, S, la somme des produits trois à trois, 

le produit des tn facteurs binômes, d’après la formule éta- 
blie au n° 43 , se développera de la manière suivante : 

X*— S.x’"-' + — S.x'"-’ db S„. 

En égalant les coefficients des deux polynômes , on a donc 

^1 = — S,, A, = S, , A, = — Sj , 

Ainsi , quand te premier coefficient de l’équation est l’unité , 
1° la somme des racines égale le second coefficient changé de 
signe ; 2“ la somme des produits des racines deux à deux 
égale le troisième coefficient ; 3° la somme des produits des 
racines trois à trois égale le quatrième coefficient changé de 
signe, et ainsi de suite. Enfin le produit des racines égale 
le dernier terme pris avec son signe ou un signe contraire, 
suivant que m est pair ou impair. 

Exemples. 

1“ Nous avons déjà reconnu ces relations dîins l’équation 
du second degré (1" partie, n° 14(5). Si l’on appelle a, b, c, 
les trois racines d’une équation du troisième degré 

Jc’ 4- A,x* + A^ + A, = O, 
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OU a 

o-|-6-|-r = — A,, ab+ac4-ftc=A,, abc= — A,. 

"2* Résoudre une équation du troisième degré , sachant 
que l’une des racines est égale à la somme des deux autres. 
Supposons que la racine a soit égale à la somme b + e des 
deux autres. De la première relation a4-& + c= — A, on 

tire sa = — A., d’où o = La seconde relation s’é- 

' a 

\ • 

Clivant a{b+c) + bc = h, donne ùc = A, — o* = A, — 

donc les deux autres racines sont fournies p^- l’équation du 
second degré 




aA. 


La troisième relation donne bc = -r-’« 

a A, 

Pour que les racines de l’équation du troisième jouissent 
de la propriété énoncée , il faut donc que les coefficients de 
Yéquation satisfassent à la relation 


— » = A — -I 

A, * 4 ’ 


lorsqu’une équation algébrique, dont les COEFnCIENTS 
SONT RÉELS , A UNE RACINE IMAGINAIRE DE LA FORME 
a q- éy'üT , ELLE A AUSSI POUR RACINE l’eXPRESSION 
CONJUGUÉE O — &v — '• 

138. Nous avons dit que, lorsque dans le polynôme f{x) 
on remplace x par a + bi, le polynôme acquiert une valeui' 
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* 


de la forme P -f Qi. Remplaçons maintenant x par la quan- 
tité imaginaire conjuguée a — ; si tous les coefficients sont 

réels , il est clair (pie la valeur du polynôme ne dilTérera 
de la précédente tpi’en ce que ï aura été changée en — i ; 
on aura donc la quantité conjuguée P — Qi. 

Si O 4- est racine de l’équation f{jc) = o , le premier 
résultat est nul , et l’on a séparément P = o , Q = o ; donc 
le second résultat est également nul , et la ((uantité a — bi 
est aussi racine de l’équation. Ainsi , dans une équation 
algébricpie dont les coeflicionts sont réels, les racines imagi- 
n.aires sont conjuguées deux ii deux, et par conséquent leur 
nombre est toujours pair. 

Cette proposition n’est vraie que si tous les coefficients 
de l’équation sont réels ; car s’il y a des coefficients imagi- 
naires , quand on remplace a + bi par a — bi , on change 
le signe de i dans la valeur de x, mais non dans les coeffi- 
cients qui restent constants ; on ne peut plus dire alors que 
le second résultat sera conjugué du premier. 

139. Remarque. Nous avons démontré qu’un polynôme 
du degré m se décompose en m facteurs du premier degré ; 
mais , parmi ces facteurs , les uns sont réels , les autres 
imaginaires. Supposons les coefficients réels et considérons 
les deux facteurs 

(x — o — bi)(x — o-t-ôi), 

qui correspondent à deux racines imaginaires conjuguées ; 
le produit de ces deux facteurs 

(x — a)'-)- 

est un polynôme réel du second degré. 

Ainsi un polynôme à coefficients rMs se décompose en fac- 
teurs réels du premier ou du second degré. 
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DANS UNE ÉQUATION Al.CÉItRlQUE COMPLÈTE OU INCOMPLÈTE , 
LE NOMnnE DES HACINES POSITIVES .>E PEUT SURPASSER LE 
NOMBRE DES VARIATIONS. — CONSÉQUENCE RELATIVE AUX 
RACINES NÉGAl^ES. 

lAO. Lorsqu’un iwlynôme à coeDicicnts réels est ordonné 
par rapivort aux puissances décroissantes de ,r, deux ternies 
consécutifs affectés de signes contraires présentent ce qu’on 
nomme uhe, variation. Par exemple, l’équation 

x* — 3x‘ — ax’ + ^*+ — 8=0 

a trois variations : une du premier au second terme , une 
du troisième au quatrième , une du cinquième au sixième. 
Nous démontrerons d’abord le lemme suivant : 

Lemme. Lorsqu'on multiplie un polynôme par \ — a, 
a étant un nombre positif, on introduit au moins une va- 
riation nouvelle dans le polynôme. 

Un polynôme quelconque , ordonné par rapport aux 
puissances décroissantes de x , peut être écrit sous la 
forme. 

A.x“ -t- — A„x" — A,^.,x'+‘ + 

. . . . .±A^.,x'+'q= A,x* =pAj. 

Le polynôme commence par un groupe de termes posi- 
tifs , puis vient mi groiqie de termes négatifs , puis un 
groupe de ternies positifs , et ainsi de suite jusqu’au der- 
nier groujie qui commence au terme A^r', à partir duquel 
il n’y a plus de changement de signes. Chaque groujie 
contient un nombre quelconque de termes et même un seul 
terme. Les variations se présentent ipiand on passe du 
dernier terme d’un groupe au premier du groupe suivant. 

13 
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En inultipliaiit ce polynôme pju' Æ-jfl , nims aurops 


A„.i“+' —A, 

“"An-t-|G 


x’'+‘ + A, 

x''+‘. 


+ Ap+,a 


TA.4.,<I 


x*+‘.. 


±.V- 


La iiinltiplication par x conserve à chaque ternie sou signe 
et donne la première ligne; la multiplication par —a 
change tous les signes et donne la seconde ligne, La pre- 
mier terme A„.a:’"+' du produit a le signe -f ; le terme dti 
degré « 1 , provenant de l’addition de deiu termes néga* 

tifs, a le signe — ; (piels que soient les signes des termes- 
intermédiaires, il est certain qu’entre ces deux termes de 
signes contraires, il y a au moins une variation; on re- 
trouve ainsi au produit la première variation du multipli- 
cande , celle qui a lieu de jr“ à x". De même le terme du 
degré p+ 1 , provenant de l’addition de deux termes po;;i- 
tifs , a le signe ; entre les deux termes en a;*'*'' et en 
, qui sont de signes contraires , il y a au moins une 
variation , et l’on retrouve ainsi au produit la seconde 
variation du multiplicande, celle qui a lieu de x" à af. Pour 
simplifier le raisonnement , nous pouvons réduire le mul- 
tiplicande aux premiers termes des différents groiqies, et 
ne considérer dans le produit que les termes correspon- 
dants, c’est-à-dire ceux dont le degré est supérieur d’tme 
unité ; ces termes du produit étant affectés des mêmes 
signes que les ternies correspondants du multiplicande , il 
est clair que l’on retrouve au produit toutes les variations 
du multiplicande. Ainsi quand on sera aivivé au terme en 
jr'’*'' , on aura retrouv é au produit toutes les variations du 
multiplicande. A partir du tenue eu ,r*, le multiplicande ne 
présente plus aucune v ariation ; mais le terme constant 
n:A„ du multiplicande, multiplié par — a, donne le der- 
nier terme du produit ; ce dernier terme ayant un 
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signe contraire à celui du terme eu af+' , le deruier groupe 
du produit coiiiieiidra c*ore au moins une variation. Ou en 
conclut que le prodifit contient jiu moins une variation de 
plus que le multiplicande. 

Il peut arriver que la multiplication par jb — a introduise 
plus d’une variatioi^nouvelle ; dans ce ca.s elle eu inU’oduit 

ou 3, ou 5 eu général un nombre ^ipair. Eu efl’et , 

dans chacun des groupes du produit |^ons retrouvé 
4a vtriation correspondante du^ultiplicande ; mais, dans ce 
groupef il peut y .avoir d’une v ariation ; c;^ les termes 
intermédiaires* provenant de l’adtlition de deux tenues de 
sigUQg coutraiires, ont des signes quelconques; maislors- 
^^1 yen apbi.^d’nne, il y a un nombre impair, c’est-à- 
dire une , plus un nombre pair , parce (pte entre deux termes 
de signes contrai^ il y a nécessairement un nombre impair 
de changement^ ^ signes; ainsi chaque groupe du produit 
pourra introduire un nombre pair de variations nouvelles. 
Le dernier grouito en introduit un nombre impair; en tout 
un nombre impair de variations nouvelles. 

141. TnÉoatME. 'Vam une équation algébrique à coef- 
ficienti réels, le nombre des racitus positives m peut sur- 
passer le nombre des varialiçns. 

Soit /■ (æ) = O une équation à coeflicients réels ayant un 
certain nombre de racines positives «, b, c, .... g. Suppo- 
sons le polynôme f (j) décomposé en facteurs et désignons 
par ç(a-) le produit des facteurs binômes qui correspondent 
aux racines négatives et aux racines imaginaires conju- 
guées , nous aurons 

f[x) = (x — a](x — b) ...... (j — 

D’après la remarque du n“ 139, le polynôme ÿ(-^) ^ 
aussi ses coeflicients réels. Or , si nous multiplions ce poly- 
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nônie successivement par diaci^ des facteui^ binômes 

X — a,x — b, ,’x— ÿ,qui coirespondent aux racines 

positives, chaque multiplication ii^ri^uisaut au moins une 
variation nouvelle , le produit final f {x) contiendra^u moins 
autant de variations qu’il y a de racines positives. 

142. Remarque. Si le nombre des racines positives n’est 
pas égal au nompre des variations , il en diffère d'un nombre 
pair. Nous r^marfpions. d’abord que le polynôme ?(x) a 
son dernier terme positif, ^ns quoi il aurait une racine, 
positive, ce qui est contraire à l’hypothèse; ce {mlynôme 
contient donc un nombre pair de variations, *s’il en contient. 
D’autre part , nous avons vu que la multiplication par cha- 
cun des facteurs x — a introduit un nombre impaii’ de \ arià- 
tions, c'est-à-dire une, plus un nombre pair; on aura ainsi 
finalement dans le polynôme f (x) autant de variations qu’il 
y a de racines positives , plus une somme de nombres pairs , 
c’estrà-dire plus un nombre pair de variations. 

Par exemple , l’équation 

x’ — 3x‘ — ax’ -|- x’ -1- jx, — 8 = 0 

présente trois variations. Elle ne jieut admettre plus de 
trois racines positives ; elle en aura trois ou une. 

L’équation 

x’ — 5x’-f-8x* — 4x-|-6 = O 

présente quatre variations ; elle ne peut admettre plus de 
quatre racines positives; elle en aura quatre , ou deux , ou 
pas du tout. 

L’équation 

x" /jx" — 5 = 0 

présente une seule variation. Elle ne peut avoir plus d’une 
racine positive , et elle en a certainement pne. 
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1 CoROixAiRE. Si dans l’équation f{x) = o, on change 
3- en — Jî , on obtient une nouvelle équation qui a évidem- 
ment pour racines celles de la proposée changées de signes ; 
ainsi les racines négatives de la première deviennent posi- 
tives dans la seconde. Si donc on applique le théorème pré- 
cédent à l’équation transformée , on aura une limite supé- 
rieure du nombre des racines négatives de l’équation 
proposée. ' t 

Soit , par exemple , l’équation 

x' T- 3x* — ax’ -f x’ -f 7 X — 8 = o ; 
qp replaçant 'x par -^x, on obtient la transformée 
— x‘ — 3x‘ -|- ax’ -j- X* — 7x — 8 = o, 

I 

qui présente deux variations. Cette dernière équation .ad- 
met au plus deux racines positives , et par conséquent la 
proposée a au plus' deux racines négatives. Si elle n’en a 
pas deux, elle n’en a pas du tout 
De même l’équation 

x’ — 5x’-t-8x* — 4^-|-6=o 

ayant pour transformée l’équation 

— x’ -f 5x* -f- 8x* -f- 4® -j- 6 = o , 

qui présente une seule variation , a ime racine négative et 
une seule. Nous avons vu déjà que cette équation a au plus 
quatre rïicinês positives; elle admet donc .au plus cinq ra- 
cines réelles ; comme elle a sept racines , puisqu’elle est du 
septième degré , il s’ensuit qu’elle a au moins deux racines 
inuaginaires. 

L’équation 

^ _ 5 — 0 
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ayant pour transfonn<'*fi 

.r* — 4^' — 5 = 0 , 

a une racine négative , et une seule. Nous avons > u déjà 
qu'elle a une racine positive; donc elle a en tout deux ra- 
cines réelles, et, j>ar conséquent, quatre racines imagi- 
naires. 

BECHERCHE I>L PRODUIT DES EACTELRS DU PREMIER DEGRÉ 
COMMU.NS A DEUX FO.NCTIO.NS ENTlfeRES DE T. 

♦ 

, t/i4. Supposons que deux fonctions entières de x aient 
été décomposées en facteurs du premier degré, le jiroduit 
des facteurs du premier degré communs à ce.s deux poly- 
nômes s’appelle leur f/r«nd cowmun divini'iir ahjf- 
brique. ' . ♦ 

Je désigne par \ et \, ces deux polyn<')mes‘,'ordonnés par 
rapjiort aux ])uis.sances décroissantes de x, en supposant 
que \ soit d’un degré supérieur ou égal à X,. Je divi.se X 
par X, : j’appelle 0 le quotient et X, le reste , ce qtü donne 

X = X,Q-i-X,. 

Je dis que le plus grand commun diviseur entre X et X, est 
le même qu’entre X, et X,. En elfet, soit x — a un facteur du 
premier degré commun à X et à X, ; si dans l’égalité pré- 
cédente on fait x=(/, X s’annule , de même X, et par suite 
le produit X, Q, pui.sque le polynôme Q consene une va- 
leur finie; donc X,, dilférence de deux quantités nulles, 
s’annule aus.si ; donc ce polynôme X, est divisible par x—n. 
Ainsi tout facteur du jiremier degré commun à .X et X, est 
commun à X, et à X,. On démontrerait de même que , réci- 
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pioqiipmont , tout facteur (lu premier degré commun à K, 
et à X, est commun ii\ et X,. Les facteurs du premier degré 
communs étant les mêmes de part et d’autre, les produit» 
de ces facteurs conmiuns, ou les plus grands communs 
diviseurs, sont les mêmes. 

Ainsi la question est ramenée à la |■ccllerclle du plus 
grand commun diviseur entre X, et X,. On procédera de la 
même manière : en divisant X, par X,, et a|)|)elant X, le 
reste, on aura 

X, = x,(). 4 - X,- 

Le plus grand conmmn diviseur entre X, et X, est le même 
qu’entre X, et X,. 

Divisons X, par X,, et supposons que l’on trouve un reste 
nul ; il est clair que X,, divisant exactement X,, est le pro- 
duit des facteurs du premier degré communs à X, et à X,: 
c’est donc le plus jjrand commuu diviseur cherché. 

Ainsi , poitf trouver le plus grand cüininun diviseur de deuj: 
polynômes, après avoir ordonné ces deux polynômes pur 
rapport aux puissances décroissantes de x , on divise celui qui 
est du degré le plus élevé par Vautre, celui-ci par le reste 
de la division , et ainsi de suite jusqu'à ce qu’on arrive à un 
reste nul. Le dernier diri.seur est le phts grand commun divi- 
seur cherche. 

Dans ces opérations, les n*stes, et par suite les diviseurs 
successifs, vont en diminuant de degré ; on arrivera donc à 
un reste nul ou h un reste indépendant de x. Dans le pre-. 
mier cas, les deux polynômes admettent un plus grand com- 
mun diviseur algébrique d’un certain degré. Dans le second 
cas, ils n’en admettent pas, et sont dits premiers entre eux. 

145. RtMARQi E. Dans la pratique, afin d'éviter lescoefli- 

cients fractionnaires , on peut multiplier tous les termes de 
! 


Digitized by Google 




200 " LEÇONS D'aLGÈBBE. 

• % 

l’un quelconque des polynômes par une quantité quelcon- 
que indé[)endanlc de x. De même , si« l’on aperçoit un fac- 
teur commun aux coefficients de tous les termes d’un 
certain reste, on jieut le supprimer. Je suppose, par 
exemple, que pour effectuer la première division on ait 
multiplié le dividende par un nombre A , et qu’ ensuite on 
ait divisé tous les termes du reste par le nombre B, on aura 

AX = X,0-1-BX,. 

On reprendra sur cette égalité les raisonnements précé- 
dents : si la quantité a , mise à la place de x, annule X et 
X,, elle annulera aussi BX,; et comme le facteur B est 
constant et différent de zéro , elle annulera nécessairement 
X,, etc. Ainsi rien n’est changé dans la recherche du plus 
grand commun diviseur. 

RECHERCHE UES RACINES COMMUNES A DEUX ÉOUATIONS DONT 
I.ES PREMIERS MEMBRES .SONT DES FONCTIONS ENTIÈRES DE 
I.’iNCONNUE. 

1A6. Si les deux équations 

X = O, X, = O 

•ont n racines communes, les deux polynômes X et X, ad- 
mettent n facteurs du premier degré communs, et, par 
conséquent, ils ont un ])lus grand commun diviseur du 
degré n. Pour trouver les racines communes à deux équa- 
tions , on cherchera donc le plus grand commun diviseur 
des deux premiers membres de ces équations; soit D ce 
plus grand commun diviseur, l’équation 

D = o 

donnera les racines communes aux deux équations, 
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Si les (leux polynômes n’ont pas de plus grand commun 
diviseur algébrique, les deux équations n’ont pas de racine 
commune. Si le plus grand commun diviseur est du premier 
degré, il y a une nacine commune ; s’il est du second degré, 
il y a deux racines communes , etc. 

Exemples. 

1“ Trouver les racines communes aux deux équations 

a;‘ — Sx* + — 3x a = o , 

ax’ — 5x’ + X - 1 - a = O. 

Voici le détail des opérations : 


X* — 3x’-|-3x* — 3x-|-a 

æ — ] 

aa?* — 5x’-f x-J-a 

ax-f I 
x’ — 3x-l- a 

ax‘ — Gx’-f'Gx’ — Gx-|-4 

— ax’-fCx* — 


— ax‘+5x’ — x’ — ax 

x ' — 


— x’+ 5x’ — 8x-{- 4 
— ax’+iox’ — i6x-|- 8 
-fax* — 5x’-f dî-f a 

0 


5x‘ — i5x-fio 
X* — 3x-f a 



On a multiplié deux fois le premier dividende par a afin 
d’éviter les fractions, et on a simplifié le reste en le divisant 


par 5. Le plus grand commun divi.seur des deux polynômes 
est x’ — 5x+ 2 . 11 y a donc deux racines communes qui 
seront données par l’équation 

x’ — 5x 4- a = O ; 

ces deux racines communes .sont i et 2 . . . 

2* Résoudre l’équation 

X* — (^x’ -f- 4®* “ 5 ® > 
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sachant que l’une des racines surpasse uneautre racine de 2 . 
Posons a* = a-' + 2 , et remplaçons x par cette valeur dans 
l’équation pro|)osée, nous formerons la nouvelle équation 

(y 2 )* — 4(x' -f a)’ 4- 4( a;' + a)’ — 4( ar' + a) V 3 = o , 

ou, en développant et supprimant l’accent, 

J-* -f- 4-c’ + — 5 = 0 . 

De la relation a: = 4- 2 , on déduit x' = x — 2 ; les va- 

leurs de x', ou les racines de la nouvelle équation , sont 
inférieures de deux unités aux valeui*s de x, c’est-à-dire 
aux racines de l’équation proposée; celle-ci ayant deux ra- 
cines telles que 0 et a -|- 2 , la seconde admettra les racines 
a — 2 et (i; il en résulte que les deux équations ont une ra- 
cine commune a, et, par suite, les deux polynômes un plus 
grand commun diviseur du premier degré. En cherchant ce 
plus grand commun diviseur on trouve x — t. Ainsi l’équa- 
tion proposée admet la racine 1 et, par conséquent, la ra- 
cine I 4- 2 ou 3 : connai.ssaut deux racines, la division j)ar 
./■ — I et par x— 5 ramènera l’équation à une écpiation du 
second degré x’ -|- 1 = o , qui donnera les deux autres ra- 
cines. 

COMMENT ON RECONNAIT QU’UNE ÉQUATION A DES RACINES 
ÉGALES ET COMMENT ALORS ON RAMÈNE SA RÉAOLLTION A 
CELLES d’autres ÉQUATIONS DE DEGRÉ MOINDRE, DONT LES 
RACINES SONT INÉGALES. 

147. Nous avons expliqué ( 11 “ 1.12) comment on décom- 
pose un polynôme entier f\r) du degré m eu un produit de 
m facteurs du premier degré 

/7x =A,x — U)\x — b] (X — cj (X — A 7 . 
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Otte tli^composition ne suppose pas que les rpiatités a, b, 
r,....., k, soient différentes les unes des autres. Si parmi ces 
(|uantités plusieurs sont égales entre elles, on dit que 
l’équation a des racines égales. 

Supposons 6=a ; le polynôme contient le facteur (a: — a)’, 
et la racine a est dite racine doublr. De même, si a = 0 = c , 
le polynôme contient le facteur (.r — a)* et Li racine n est 
racine triple. Eu général, lorsque le ]K)lynôme contient le 
facteur (ic — a)", on dit que l’équation a n racines égales à 
a, ou que la racine a est du degré « de multiplicité. De cette 
manière les théorèmes généraux sur les équations subsis- 
tent : ainsi , en tcnant*compte du degré de multiplicité des 
racines, une ffquation du degré mi a toujours m racines, etc. 

148. Théorème, l/ne racine d'ordre n annule le poly- 
nôme et «Mit — I premières dèrivf*es, et réciproquement. 

Soit f{x) = O l’équalion proposée. Nous pouvons écrire 
[{je) = f[a -\-x — o), et, regardant x — a comme un ac- 
croissement « développer suivant la loi connue ; nous au- 
rons 

• M) = 


l.e premier tenne f{a) étant nul , puisque a est racine , 
on peut diviser par x — a, ce qui donne 

• 

X — a 1 i.a i.a.j 


Si a est racine double, le quotient, devant contenir encore 
une fois le facteur x — a, s’annulera pour x=a; mais pour 
X =n , il se réduit à /'(n) ; on a donc f{a) = o, et la racine 
double vérifie l’équation f{x) =o. En divisant par x — o, 
on obtient le nouveau quotient 
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(x — «)’ 1 . 3 


Œ. 

1 . 3.5 


(.r — «) + 


Si a est racine triple, ce deniier quotient, devant con- 
tenir encore le facteur x — a, s’annulera pour x = a. et 
l’on auia/''(n) =o. Ainsi une racine triple annule le poly- 
nôme f{x) et ses deux premières dérivées. En effectuant la 
division on a 


(x — a)* 1 . 3.5 


+ 


r» 

1 . 3 . 5. 4 


(x — «) 4- 


Si a est racine quadniple , ce deniier quotient , devant 
contenir encore le facteur x — a , s’annulera pour x = a , et 
l’on aura f"{a) = o. Ainsi une racine quadruple annule le 
polynôme et ses trois premières dérivées. En continuant ainsi 
de proche en proche, on voit qu’une racine du degré n de 
multiplicité annule le polynôme f{x) et ses n — i premières 
dérivées. 

La réciproque est vraie : si a anuule le polynôme f{x) 
et ses n — i premières dérivées, elle est racine du degré n 
de multiplicité de l’équation f{x) = o. Car le dévelopjie- 
ment (1) se réduit alors à 


/•(x): 


ru) 


M 


(x — a)" + ■ 


r 


(«+') 


(x — o)*+‘ -f • 


ou, en mettant (x — o)" en facteur, à 


fix) — (x — 



f'\u) 

1.3 n 


••a (» + 0 


(x — n) + 


]■ 


Le jxilvnôme f(x) contenant le facteur (x — o)", a est racine 
d'ordre n. 

U résulte de ces deux propositions qu’une racine d’ordre n 


Digitized by Google 



C1IAI>. VI. nACINt» LGALLS. ‘205 

ft 

annule le polynôme et ses u — i premières dérivées , mais 
n’ aïeule pas la dérivée suivante. 

lj9. CuROLLAiRE I. Les racines simples de l’équation 
/■(x) =o ne vérifient pas l’équation f{x) =■ o. 

Les racines doubles de l’équation f{x) = o sont racines 
simples de l’équation /*(x) = o ;*car elles annulent le poly- 
nôme f{x), et n’annulent pas sa dérivée /"(x). 

Les racines triples de l’équation f{x) = o sont racines 
doubles de l’équation f{x)=o; car elles annulent le po- 
lynôme f(x) et sa première dérivée / '(x), et n’annulent pas 
là dérivée suivante. 

En général , une racine d’ordre n de l’équation f(x) = o 
est racine d’ordre n — i de-1’ équation /*(x) = o. 

150. Corollaire IL II résulte de* là que U plus grand 
commun diijiseur entre un polynôme et sa dérivée est le pro- 
duit des facteurs multiples qui composent le polynôme pro- 
posé, V exposant de chacun d’eux étànt diminué d’une unité. 
En effet, les racines simples de l’équation f(x) = o ne véri- 
fiant pas l’équation f (x) = o, les facteurs simples du poly- 
nôme f(x) n’entrent pas dans la dérivée /'(x). Les racines 
doubles de l’équation f(x) = o étant racines simples de 
l’équation /'(x) = o , les facteurs carrés entrent au premier 
degré dans la dérivée. En général, soit (x — o)" un facteur 
multiple du polynôme proposé /'(x), la racine a d’ordre n 
étant racine d’ordre n — i de l’équation f(x)=:o, le poly- 
nôme f(x) contiencüa le facteur (x— 

Ainsi , pour voir si une équation f(x) = o a des racines 
égales, on cherchera le plus grand commun diviseur algé- 
britpie entre le polynôme f(x) et sa dérivée f(x). Si ces 
deu.v polynômes n’ont pas de plus grand commun diviseur, 
on eu conclut cpie l’équation proposée n’a pas de racines 
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égnles. Si ces deux polynômes ont un plus gr;ind commun 
diviseur du premier degré, l’équation proposée a deux 
racines égales. Si le plus grand commun diviseur est du 
second degré, l’équation admet deux racines doubles ou une 
racine triple, etc. 

Comme application, nous allons chercher la condition à 
laquelle doivent satisfaire* les coefficients de l’équation du 
troisième degré 

x’ + /;x + y = o, i. 

pour que cette équation ait deux racines égales. Le poly- 
nôme x’ -t- p.c-f (y*et sa dérivée 5,r’-t-p doivent admettre 
un commun diviseur du premier degré; si l’on effectue 
l’opération du plus grand commun diviseur, quand on sera 
arrivé à un diviseur du premier degré, on devra trouver un 
reste nul. 

x^-\-px-^q 

3y>ûr — j— 3^ 

— 3x* — fjx 

ijjx ^ 

4p' + -Kf- 

Ainsi la condition demandée est 4p’+2 77 ’=o, ou 



L’équation 2 px+ôg = o, obtenue en égalant le plus 
grand commun diviseur à zéro, doune la racine double 
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x = — La somme des racines étant nulle, la troisième 
'^P . 

-fi- .17 
racine est - . 

P 

Par exemple , les coeflicients de l’équation 
x’ — ayx -f ^4 = O 

vérifiant la condition précédente, cette équation a deux 
racines teales à-f-3; la troisième racine est —6. 

1.51. ^us allons expliquer maintenant comment on ra- 
mène la résolution d’une équation cpii a des racines égales 
à celle d’autres équations de degré moindre dont les ra- 
cines sont inégales. .SoitX=o une équation (|ui admet 
des racines de dillérenLs ordres, par exemple, des ra- 
cines simples, doubles, triples et quadruples. Si l’on dé- 
signe par X, le produit des facteui-s simples, par X, le 
produit de-S” facteurs binômes qui correspondent aux racines 
doubles, chacun étant pris seulement au premier degré, et 
de même par X, et Xj, les produits des facteurs binômes 
qui correspondent aux racines triples ou quadniples, on 
écrira le polynôme X sous la forme 

X = X.X*X*X|. ■ 

Je cherche le i>lus grand commun diviseur D entre le 
polynôme X et sa dérivée; ce plus grand commun diviseur 
étant égal au produit des facteurs multiples dont on dimi- 
nue les exposants d’une unité, j’aurai 

D = X,X»\». 

De même, le plus grand commun diviseur entre le poly- 
nôme ü et sa dérivée sera 

D, = \,\î, 
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et enfin le plus grand commun diviseur entre le i»lynôme 
Dj et sa dérivée sera 

En divisant deux à deux les polynômes précédents, on 
obtient les quotients 

|=Q =X,X,X,X,, 

D _ _ 

— — Q, — A,X,A^, 

^=Q. = X,X„ 

D, = X*. 

Divisant chacun de ces nouveaux polynôn)es par 1e sui- 
vant , on a enfin 



Une fois trouvés ces polynômes X,, X,, X,, X^, la 
résolution de l’équation proposée est ramenée à celle des 
équations 

X J ' ' ■ O , , — O , X J ' O , , I' ■ O , 

N 

qui n’ont plus de racines égales; la première donne les ra- 
cines simples de l’équalion proposée, lu seconde les racines 
doubles, la troisième les racines triples, etc. 

Ainsi, pour ramener ia rholulion d'une cqualwn qui a 
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det racines égales à celles d'aulres équations de degré moindre 
ayant leurs racines inégales, on cherche le plus grand com- 
mun diviseur entre le premier membre de l équation et sa 
dérivée, le plus grand commun diviseur entre ce premier plus 
grand commun diviseur et sa dérivée, et ainsi de suite jus- 
qu'à ce qu’on arrive à un polynôme premier avec sa dérivée ; 
on divise ensuite le polynôme proposé par le premier plus 
grand commun diviseur, le premier parle second, et ainsi de 
suite; on divise, enfi7i, chacun de ces quotients par le sui- 
vant , êi l’on égale à zéro ces nouveaux quotients. On ob- 
tient de^la sorte des équations donnant, la première les ra- 
cines simples , la seconde les racines doubles , la troisième les 
racines triples, de l’équation proposée. 

. Exemple : 

Soit l’équation du septième degré 

X = x' — ax" — + a:’ + — i = o. 


En cherchant le plus grand commun diviseur entre le po- 
lynôme X et sa dérivée , on trouve 


D = x'* — X* — X -f I ; 

en cherchant le plus grand commun diviseur entre le poly- 
nôme D et sa dérivée , on trouve 

D, =x— i; 

ce dernier polynôme est premier avec sa dérivée. Divisant 
ces polynômes l’un par l’auüe, on a les quotients 


^=Q =x‘ -i-x’ — X — 


D, 


= Q, = X* - 1 , 
D, = x — i. 
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De nouvelles divisions donnent 

^ = x+i, 

D, = ar — i; 

et l’on arrive aax trois équations 

x’-|--r+i=o, x+i=o, X — 1 = 0 . 

La première donne deux racines simples imaginaires, la 
seconde une racine double — i , la troisième une racine 
triple 4 - 1 • 

RECHERCHE HES RACINES COM.MENSIR.VRIES d’uNE ÉQIATION 
ALGÉBRIQUE A COEFFICIENTS CO.MMENSCRABLES. 

Recherche des racines entières. 

lo2. Soit 

/■(x) = A„x“ 4- A,x— ‘ + A.x'*-» 4- A„_,x — A„= O 

l’équation proposée, dont nous supposons tous les coeffi- 
cients commensurables et môme entiers; car, s’ils n’étaient 
pas entiers, on les rendrait tels en niultijiliant tous les termes 
de l'équation par un nombre convenable. Nous avons expli- 
qué (n“ 131) comment on elTectue la division par x — a du 
polynôme f(x) ordonné par rapport aux puissances décrois- 
santes de x; le premier coefficient du quotient étant égal au 
premier coefficient du dividende, chacun des coefficients du 
quotient se forme en multipliant le coefficient précédent par a 
et ajoutant le coefficient correspondant du dividende. Si 
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tous les coefTlcients du dividende sont entiers, si, de plus, 
U est un nombre entier, positif ou uégatif, il est clair <[ue le 
quotient ainsi formé aura aussi tousses cocilicicats entiers, 
puisqu’on les obtient eu combinant des nombres entiers 
par multiplication et par addition. 

Imaginons maintenant qu’ayant ordonné le polynôme 
par rapport aux puissances croissantes de x, 

A„_|X -j" Ai^" ' 4" 

on le divise par a — r; le ^viseur étant seulement changé 
de signe, le quotient changera simplement de signe, et 
par conséquent aura toujours ses coelTicients entiers. ElTec- 


tuons cette division 

% 



Am “f* Am 4" Am— 3^'^» • • 


a — jz* 

(Cm_ 1 + Am_ 1 Ja; -f- Am-t^' + A ' 

,.. + A„x"' 



(Cm— f "f" Am— ~i“'A(n— 

. + Aiyl'm 

(Cm_3“i“ Am— v^^****‘ 

, 4" Ai^r,M 

(C, + A,)x"- 

' + AoX“ 


Le premier coellicicnt est ce nombre doit être entier; 

ainsi, une première condition à laquelle doit satisfaire une 
racine entière , c’est de diviser exactement le dernier terme 
A„ de l’équation. Pour abréger, représentons par C^, le 
premier terme du quotient; multiplions-le par le divi- 
seur a — * et retranchons du dividende; le produit par a 
détruira le premier tenue A„ du dividende , le protluit par 
— X s’ajoutera au second terme; de sorte que le second 
dividende aura pour premier terme (C„_, -f- x , les 
termes suivants restant les mêmes que dans le dividende 
proposé. Si l’on divise ce premier terme par a , on aura le 
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second terme 


Cm-I T '^m-1 


JT du quotient : ce second coef- 


ficient doit être entier; appelons-le^C„_,. Multiplions le 
second terme C„_,ir du quotient par a — x et retranchons 
du dividende; le produit par a détÆit le premier terme 
du second dividende , le produit par — x s’ajoute au se- 
cond terme ; de sorte que le troisième dividende aura pour 
premier terme (C„_, + x' , les termes suivants 
restant les mêmes ^ue dans le dividende proposé. Si l’on 
divise ce premier terme par a , on aura le troisième terme 

G -4- A ^ 

^ — —X* du (piotient^ ce troisième coefiicient , que 

nous représenterons par C„_a, doit être eutiei’ , etc. 

La loi est générale : on obtient un coefficient quelconque . 
du quotient en ajoutant au précédent le coefficient du terme 
qui occupe dans le dividende le même rang que le terme 
que l’on veut former, et divisant la somme par a. 

On arrivera ainsi au dernier dividende (G, + A,) x"-’ + 

qui donnera le dernier terme du quo- 


A„x“ 


tient; mais on trouve directement ce dernier terme sous la 
forme — A^x"""', en divisant le dernier terme A„,r’“ du divi- 

dende par — x; on doit donc avoir * .T.‘ •— — 


Si 


cette dernière condition est remplie , le reste de la d ivision 
est nul et par conséquent a est racine ; car , si l’on mul- 
tiplie para — x le dernier terme — AuX”* du quotient, le 
produit pai' a détruit le premier terme du dernier dividende, 
et le produit par — x détruit le second. 


153. 11 résulte de ce qui précède que si l’on veut trou- 
ver les racines entières d’une équation à coefficients entiers 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de x , on n’es- 
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sayera que les diviseurs du dernier terme , et l’on procédera 
de la manière suivani^ : 

Rêoee. Pour voir si un nombre entier a est racine de l‘i- 
qilation, on divisera^e dernier terme par ce nombre: on 
ajoutera au quotient le coefficient de V avant-dernier terme , et 
l’on divisera la somme par ^ ; on ajoutera au quotient le 
coefficient du terme précédent, et l’on divisera la somme para, et 
ainsi de suite. Toutes ces divisions doivent se faire exactement, 
et quand on aura ajouté le Coefficient du second terme de l’équa- 
tion et divisé la somme par on devra trouver pour dernier 
quotient le premier cneffiçient de l’équation changé de signe. 

Lorsqu'un nombre entier a satisfait à toutes ces condi- 
tions, il estj^idemment racine de l’équation ; c’est ce qu’in- 
diipje spéciftlement la dernière condition, qui exprime que 
le reste de la division du premier membre de l’équation par 
a — jr ou par x — a est nul. On abaissera alors le degré de 
l’équation proposé-e en divi.sant son premier membre par 
X — a; mais il est à remarquer que le quotient est tout 
calculé ; les coeflicients de ce quotient sont préci.sément les 
quotients entiers obtenus dans les opérations précédentes 
changés de signes. On continuera les essais , non plus sur 
J’ équation proposée , mais sur l’équation simplifiée. 

Exemples. 

I' Trouver les racines entières de l'équation 

r* — x‘ — 6x‘ — x' -j- a: -j- 6 = O. 

On commencera par essayer i ; j)our que i soit racine , il 
faut que la somme des coeflicients positifs égale celle des 
coeflicients négatifs ; c’est ce qui a lieu ici : donc i est ra- 
c’me. On divisera le premier membre de l’équation par 
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X — 1 , d’après la règle du ii” i ô 3 , et l’on aura à considérer 
réf|ualion 

X' — Gj'’ — Gt’ — 7X — 6 = 0. 

dette équation n’admet plus la racine i ; on essayera — i : 
si l’on remplace x par — i , on a un résultat nul 

— 1 -|-6 — 6-|-7 — •6 = oj 

donc — I est racine. On divisera l’équation par x + i, d’a- 
près la même règle, et l’on aura réqualion 

x‘ — x’ — 5 x’ — X — 6 = 0. 

.\près s' être a.s.suré que celte équation n’admet pour racine 
ni -f 1 ni — i , on es.sayera les diviseurs du dernier terme 
6, pris avec le signe ou le signe — . Essayons d’abord le 
diviseur le plus siu)ple -f a, et pour cela procédons d’après 
la règle formulée plus liaul ; parcourant le j^lynôme de 
droite à gaucl)e, nous dirons : le dernier terme — 6 divisé 
par a donne — 5 ; ajoutant le coeflicient suivant — i, on a 

— 4 qui, divisé par a , donne — a ; ajout.ant le coeflicient 
suivant — . 5 , on a — 7, qui n’est pas divisible par a ; ainsi 
a n’est pas racine. 

Kss.ayons maintenant — a , et écrivons les quotients suc- 
cessifs de droite à gauche , 

— O "1“^» — ■> 

Le dernier terme — 6 divisé par — a donne -f 5 ; ajoutant 

— 1, on a -P H qui, divisé par — 2 , donne — 1 ; ajoutant 

— h , on a — G qui , divisé par — 2 , donne + 5 ; ajoutant 

— 1 , on a -f a (|ui , divisé par — 2 , donne — 1 . On e.st ar- 
ri\ é. au second coeflicient, et on a trouvé un dernier quotient 
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— I éfîal et fie si^ne couf raire au premier coelTicient -f i . 
Donc — 2 est racine. L(‘s nombres écrits phisbaut, chan- 
gés (le signes, sont les cocflîcients du ([aolient de la division 
du premier membre de l’équation par a- a ; on écrira 
donc immédiatement l’équation 

r’ — — 3 = 0 . 

Le nombre — a ne peut être une seconde lois racine, 
puisqu’il ne divise plus le dernier terme. Les seuls nombres 
à essayer sont maintenant les di\iseurs de .3 , savoir -f- 3 et 

— 3. Si l'on essaye -j- 5 , on a les qtiotieuts 

— 1 , O. —I-, 

donc -f 3 est racme, et, en divisant par r — o, on .arrive 
à l’équation dn second degré 

a** 1=0, 

(pti a deux racines imaginaires -f- y — i et — y' — i. 

L’équation proposée est complètement résolue : ses sept 
racines sont 4-i, — i, — 2,-b3,-fy — i, — y' — i. 

2 “ Déterminer les racines entières de l’équation 

2X’ — I2j:’ -f- lôd' — i 5 = o. 

Après avoir reconnu que -f i et — i ne sont pas racines, 
on essayera les diviseurs do i5. Voici le tableau des opéra- 
tions : 

2t" — I 2X* i3.r — i5 = O 

— 5 +3 

-|- C — d 4" â — 5 

— 2 -}- 2 3 -f- 

Les nombres -f- 3 et — 5 ne sont pas racines , mais — 5 
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l’est Divisant par t — 5 , on aura à résoudre l’équation du 
second degré . 

ar’ — a.r 3 — o. 

3 ° Trouver les racines entières de l’équation 

— 4 -r‘ — 1 oix' 4 - -f 5 o 4 .r -f 576 = o. 

Après avoir reconnu que + 1 et — i ne sont pas racines , 
on essayera les diviseurs de 576 , en conunençant par les 
plus faibles. 


— 4 -^^* — 1 0 1 a-’ -j- 1 4- 5 o 4 x q- 576 = 0 


+ a 4 -)- 5 a 4 - aeS + + 288 

+ a 

+ 27 +47 — >o8 — 288 

— ’ a 

+ 82 + aSa + 192 

+ 3 

+ 3 o — 104 — 19a 

— 3 

+ 44 + 1Ü2 +146 

+ 4 

+ 19 — 90 — 144 

- 4 

+ 19 + lüO + 96 

+ « 

+ y — 68 — 96 

— a 

+ 7 -s + 7a 

+ 8 

— I + la + 5 — 54 — 72 

— 8 

X I ax' 5 .r" 4" ;)4-T 4* 7a ■“ 0 


— 9 

— 8 

f 8 

+ 9 

— 8 

— 9 

— 1 0 +5 +6 

+ >a 

x” — 5 x — 6 = 0. 



Cette dernière équation n’a plus de racines entières. Ainsi 
l’équation pmposèe admet deux racines entières — 8 et 

+ la. 
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164. Remarque. Souvent on diminue beaucoup le nombre 
des essais en cherchant des limites qui comprennent toutes 
les racines de l’équation proposée. On appelle limite supé- 
rieure des racines positives d’une équation , im nombre 
plus grand que la plus grande racine positive. Considérons 
d’abord une équation qui ne présente qu’une seule va- 
riation 

ar* -4- ax* — 7 X* — 5x — 6o = o. 

Cette équation, n’ayant qu’une variation, n’admet qu’une 
seule racine positive a. Imaginons que l'on fasse croître x 
de zéro à -f- ; tant que x reste inférieur à la racine o, le 

polynôme conserve une valeur négative. Dès que x dépasse 
a , le polynôme devient positif ; l’équation n’ayant pas 
d’autre racine positive , le polynôme ne change plus de 
signe et par conséquent reste constamment positif au delii 
de o. On en conclut que toute quantité cjui rend le poly- 
nôme positif est plus grande que a, ce qui donne une 
limite supérieure de la racine positive. Dans l’exemple ac- 
tuel , 4 est une limite supérieure. 

Soit maintenant une équation quelconque 

X' — üx‘ — 5x’ -|- 58x* — «44 = O* 

Partageons -la en groupes ordonnés suivant les puis- 
sances décroissantes de x, et ne. renfermant chacun qu’une 
variation , 

x’(x* — 6x — 5) -f- (58x* — i44) = o- 

En substituant des nombres entiers consécutifs , on voit 
que X = 7 rend positif le premier groupe ainsi que le 
second ; pour toutes les valeurs de x supérieures à 7 les 
deux groupes ayant des valeurs positives , le polynôme a 
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aussi une valeur posithe ; donc 7 est une limite supérieure 
(les racines positives de l’équation. 

On obtient de la même manière une limite supérieure des 
racines négatives. Si l'on change le signe de l'équation 
devient 

T* + Gjt‘ — 5x* — 58.E* + 144 = O ; 

on l’écrira 

r*(x’-t-ftr’ — 5x — 58)+i44==«- 

Le nombre 3 rendant positif le premier groupe, est une 
limite supérieure des racines positives de cette équation. 
Ainsi toutes les racines réelles de l’équation proposée sont 
comprises entre — 3 et + 7 . 

D'après cela , si l’on veut chercher les racines entières 
de l’équation 

x’ — Cr‘ — 5x* 58x’ — 144 = 0 , 

il suflira d'essayer les diviseurs de i 44 cpii sont compris 
entre — 5 et -|- 7 . On trouve d’abord les racines — s et 
+ 3 , ce qui réduit l’équation à 

.r’ — 5x* — 4-r + ®4 = O. 

Les nombres — 5 et + G ne sont pas racines ; il est inu- 
tile de pousser les essais au delà ; il est certain que cette 
dernière équation n’a plus de racine entière. 

Recherche des racines commensurables fractionnaires. 

166. Nous supposons toujours que l’équation 
(1) A„x“-f- A,x'"-' 4-A,_,x-J-A„“o 

a ses coeflicients entiers. Une racine commensurable quel- 
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conque pourra être mise sous la forme d’une fraction irré- 
ductible ^ , et l’on aura 



n"-> 


A«_, J -f" 


Si l’on multiplie par cette relation devient 


A,a" 

b 


(A, O—' -I- A.Aa— 


+ A„A— ); 


le second membre étant entier, le premier doit l’être aussi ; 
mais h est premier avec a et par suite a^ ec a" ; donc 6 di- 
vise A„. Ainsi hmle racine commensurable a pour dinomi- 
naUur «n diviseur du premier coefficient de i'équalion. 

En multipliant par b” et divisant par a , on a de même 


Ajr 

a 


fA„«"-' + A,ba”~ 


• + A„_,A" 


le second membre étant entier, le premier l’est aussi ; or a 
est premier avec donc a divise A*. Ainsi le numérateur 
est un diviseur du dernier coefficient de l'équation. 

Il résulte de là qu’une équation à coefficients entiers , dont 
le premier coefficient est Vunitè , n’a pas de racine commen- 
surable fractionnaire. En elTet , le dénominateur d’une ra- 
cine commensurable, devant diviser le premier coefficient 
qui est l’imité, est ici lui-même éfçal à un , et par conséquent 
la racine est entière. Ainsi , dans ce cas, toutes les racines 
commensurables sont entières. 

Ceci nous donne un moyen facile de ramener la recherche 
des racines commensurables fractionnaires à celle des ra- 
cines enütTes. 
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a- 


Dans l’équation proposée, remplaçons x p.ar — , nous 

h 

obtenons la nouvelle équation 


Aox' 


S — H 


A,x’" 


”1“ Am — O. 


Déterminons maintenant le nombre entier k de manière 
qu’en chassant les dénominateurs pour rendre les coefTi- 
cients entiers, on réduise en même temps le premier coelll- 
cient à l’unité. Cette opérîUion réussira toujours quand on 
prendra A = A„ ; en effet, si l’on multiplie par , on met 
l’équation sous la forme 

^ x'" + A,x’"-' + A^x’-»-* + AmA— ' = o; 

K * 


si A = A„, cette équation devient, l’accent étant supprimé, 

( 2 ) X» 4 - A,x"-‘ 4 - A,A„x'"-’ 4 - A„A„"-' = o. 

Cette dernière équation ayant ses coefficients entiers et son 
premier coefficient égal à l’unité, toutes ses racines commen- 

surables sont entières. Nous avons posé x = — , c’est-;'i-dire 

K 

que les racines de l’équation (1) sont égales à celles de 
l’équation (2) divisées par k; ainsi , quand on aura trouvé 
les racines entières de l’équation transformée (2), en les 
divisant par k , on obtiendra toutes les racines commensu- 
rables de l’équation proposée. 

Lorsqu’il s’agit de trouver les racines coimnensurables 
d’une équation, on commence par cherclier les racines 
entières, et, s’il y en a, on divise l’équation par les facteurs 
binômes correspondants. On détermine ensuite les racines 
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fractionnaires à l’aide des racines entières de l’équation (2); 
mais dans la recherche des racines entières de cette der- 
nière équation , il est inutile de pousser les essais jusqu’au 
dernier terme; car la plus grande racine de l’équation pro-, 
posée étant au plus égale à, A„ divisé par le plus |>elit divi- 
seur de A„ , la plus grande racine entière de l’équation (2) 
sera au plus égale à k fois celle-ci ; on s’arrêtera à cette 
limite. 

Exemples. 

l" Trouvei- les racines commensurables de l’équation 

az* -j- x’ — lox’ — ax -j- la = o. 

On trouve d’abord la racine entière — a ; divisant par x -f a, 
l’équation se réduit k 

ax’ — 3x' — 4^^ -|- 6 = O. 

Cette équation n’ayant plus de racine entière , on la trans- 
forme en remplaçant x par ^ , ce qui donne 

x’ — 5x* — 8x a4 = O. 

Les racines fractionnaires de la seconde équation ne pou- 

vaut être que ± -et±:L, on cherchera les racines entières 
a a 

de la troisième équation seulement parmi les nombres ± i 
et ± 3 ; on trouve que -f 3 est racine ; ainsi l’équation pro- 

3 

posée admet la racine fractionnaire - . La dernière équation 
divisée par x — 3 conduit à l’équation du second degré 
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qui a deux racines incommensurables ±aya, d’où résul- 
tent pour rétpiation proposée les racines incojnraensurables 
iy 2 . Ainsi les quatre racines de l'équâtion proposée sont 

ô I 

— + V *’ — V 2- 

2“ L’équation ■ ^ , 

4j;‘ — aSx’ 45x* — — 1 8 = o 

n’a pas de racine entière. Si l’on remplace x par r , et si 

K 

c# 

l’on multiplie fc*, elle devient 
4x‘ a8a-’ , 

— (-, 4a«c’ — 6fer — 1 — o ; 

K n 

pour opérer la transformation, il suffît de prendre Ittsa , ce 
qui donne 

x‘ — i4a'* -f 45 .r’ — I2X — 72 = 0. 

Les racines fractionnaires de l’équation proposée, devenant 
entières quand on les multiidie par « , ne peuvent être que 

± i, rfc^, ±; 5; on essayera donc ± 1 , ±5, rt y. 

'L’équation transformée admet la racine — 1 ; la division 
par X + 1 donne l’équation 

x’ — 1 5 x’ -1- 6o.r — 72 = 0. 

Cette dernière admet la racine 3; la division par x — 5 
conduit à l’équation du second degré 

JJ» — 1 2X -|- 24 = O , 

dont les racines x = 6±v'»u sont incommensurables. 
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Ainsi les quatre racines de l'équation proposée sont 
3±v3., 

2 2 

156, DEUXIEME MÉTHODE, Il cst à remarquer que lors- 
qu’une équation 

AjX" + A,x'""‘ -f- Am-iX -j- A„ = O 

a ses coefficients entiers et que l’on divise le premier 
. membre par le facteur binôme x — ^ , qui correspond à une 

racine conunensurable fractionnaire le quotient a aussi 

.ses coefficients entieis. Supposons que l’on elfectue la di- 
vision en ordonnant, jiar rapport aux puissances décrois- 
santes de oc, comme nous l’avons expliqué au n° 133, 

Le premier coefficient du quotient est A„; le second s’ob- 
tient en multipliant le premier jiar ^ et ajoutant A, ; le 

troisième en multipliant le second par ^ et ajoutant A,, et 

ainsi de suite. Si les coefficients du quotient ne sont pas 
entiers, ils ne pourront contenir à leurs dénominateurs que 
les facteurs premiers de 6. 

Supposons maintenant que l’on divise le polynôme par 
Y — X, en ordonnant par rapport aux puissances croissantes 
de X. On obtient le premier coefficient du quotient en divi- 
sant A„ par J, ce qui revient à multiplier par Si à ce 
premier coefficient on ajoute A„_, et si l’on multiplie par 
on a le second coefficient du quotient, et ainsi de suite. 
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On en conclut que , si les coefficients du quotient ne sont 
pas entiers, ils ne pourront contenir à leurs dénominateurs 
que les facteurs premiers de a. Mais nous avons déjà vu 
que ces mêmes dénominateurs ne peuvent contenir que les 
facteurs premiers de b; comme a et 6 sont premiers entre 
eux, tous ces dénominateurs se réduisent à Tunité, et par 
conséquent les coefficients du quotient sont entiers (*). 

Non-seulement les coefficients du quotient sont entiers, 
mais encore ils sont tous divisibles par b. Car, si l’on dé- 
signe par A„ , B, , B, les coefficients du quotient or- 

domié par rapport aux puissances décroissantes de x, 
on a 

B. = ^+A„ 

.b. = 5^ + a.. 

B.a 

Pour que B, soit entier, il faut que b divise A,, ce que 
l’on sait déjà. Pour (jue B, soit entier, il faut que b divise 
B, , et ainsi de suite. 

Les deux manières d’effectuer la division peuvent être 
apj)liquées pour l’essai direct des racines commensurables 
fractionnaires. On choisira l’une ou l’autre, suivant les cas. 

Exemples. 

1° Reprenons l’équation 

^x^ — aSi’ -|- 45x* — &X — i8 = o, 


n Celte démonstration ingénieuse m’a été indiqnée par un de mes élèves. 
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dont il a déjà été question. Après avoir reconnu que cette 
équation n’a pas de racine entière, cherchons les racines 

fractionnaires. Essayons d’abord si nous calculions le 
quotient de droite à gaucheî comme pour les racines entières, 
il faudrait diviser successivement par ^ , ce qui revient à 
multiplier par a; toutes les opérations seraient possibles, 
et il faudrait aller jusqu’au bout pour voir si ^ est racine. 
Au contraire , en calculant de gauche à droite , il faut mul- 
tiplier successivement par ^ , ce qui revient à diviser par a ; 
nous emploierons donc de préférence ce second procédé : 
4 multiplié par ^ donne s, et — a 8 — a 6 ; — a 6 multiplié 

par ~ donne — 1 3 et 45 -j- 3a ; + 3a multiplié par ^ 

donne + i 6 et — 6 -t- lo; + lo multiplié par ^ donne 

-j- 5 et — 18 — 1 3. Il arrive ici que l’opération se pro- 

longe jusqu’à la fin ; mais le reste — 1 3 n’est pas nul ; donc ^ 
n’est pas racine. 

Essayant — ~ de la même manière, toutes les opérations 

sont possibles, et l’on arrive à un reste nul ; donc — i est 

2 

racine, et l’on a le quotient 

4x* — 3 oj:’ -j- 6oia; — 36 = o, 
ou ax’ — i5x’-|-3ox — »8 = o. 


Après avoir essayé encore une fois — 


I 5 

- , on essayera - , 


16 
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3 

mais en allant de droite à gauche : — i8 divisé par 
donne — i a ; ajoutant -f~ 3 o on a + > 8 qui , divisé par ^ , 

• 5 

donne + 12 ; ajoutant — i 5 on a — 3 qui , divisé par -, 
donne — 2 ; tous les quotients sont entiers et le deniier 

g 

égale le premier coeflicieut changé de signe. Donc - est ra- 

5 

cine , et le quotient de la division par x — - est 

ax* — »ax-l-ia = 0, 

ou x’ — üx + 6 = O. 

Cette équation du second degré donne deux racines incom- 
mensurables. 

2 * Trouver les racines commensurables de l'équation 


i5x‘-(- i6x' — — 5x + 6 = O. 


Après avoir reconnu que cette équation n’a pas de ra- 
cine entière , on essayera la fraction ^ en allant de gauche 

O 

à droite, et l’on verra que cette fraction est racine. Dans 

1 â 

l’équation simplifiée, on essayera les fractions ±^, 

et l’on verra que — est racine. L’équation à laquelle on 

arrive, ayant son premier coefficient égal à l’unité, n’a plus 
de racine commensurable. Voici le tableau des calculs : 
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i5x‘-|-i&r* — ùfix* — 5jt-j-6 = o 


- . +3 

2 

+ 21 +4—3 

2 

— 1 +2 

3 

2 

— 3 

+ » 

6 

+ . -1 

— 6 

i5, +21, —3g, — 18 , 0 

3 

5x* + jx* — i3x — 6 = 0 


5, +8 

1 

5 

5, +6 

1 

“5 

5, +9 

a 

5 

5, +5, -i5, 0, 

a 

“5 

X* + X — 3 = 0. 



Condition de réalité des racines de l’équation du troisième 

degré, 

157. Lemme. Deux racines réelles consécutives de V équa- 
tion f(x) =o comprennent au moins une racine réelle de 
C équation ("{x) —o. 

Eu efilet, soieut a et 6 deox racines consécutives de l’é- 
quatiou f{x) =o; unaginons quç l'ou fasse varier x de a 
à b; pour ir=a, la fonction f(x) est nulle, elle s’annule de 
nouveau pour x=b; dans l’intervalle, elle conserve des 
valeurs finies et de même signe. Ln valeur al)s(due de la 
fouctioo commence donc par croître pour décroître ensuite t 
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elle passe nécessairement par un maximum , et , par consé- 
quent, la dérivée /*(x) s'annule dans l’intervalle de a à b. 
Elle peut s’annuler plusieurs fois, parce que , dans l’inter- 
valle de a à 6, f{x) peut éprouver plusieui-s alternatives 
d’augmentation et de diminution. 

La réciproque n’est pas vraie : deux racines consécutives 
de l’équation f{x) —o ne comprennent pas toujours une 
racine de l’équation f[x) =o. 

158. Théorème. Lorsque T équation f(x) = o a toutes ses 
racines réelles, V équation f(x) = o a aussi toutes ses racines 
réelles, et deux racines coméctUives de la seconde équation en 
comprennent une et une seule de la première. 

Soit m le degré de l’équation f{x) =o, dont nous sup- 
posons les m racines réelles et rangées par ordre de gran- 
deur croissante 

a, b, c, h, k. 

En vertu du lemme précédent , chacun des intervalles com- 
prend une racine de la dérivée; il y am — i intervalles; 
donc l’équation /’(i) = o a ses m — i racines réelles. 11 est 
évident qu’il n’y a qu’une racine dans chacun des inter- 
valles, sans quoi cette équation aurait plus de »n — i r.a- 
cines. Appelons 

a, b', c, h' 

les m — I racines réelles de l’équation /'(j) = o, rangées 
aussi par ordre de grandeur ; la première a' sera comprise 
entre a et é, la seconde b' entre 6 et c, etc. Réciproque- 
ment , deux racines consécutives de la seconde équation 
en comprennent une de la première et une seule; a' et 
b' comprennent la racine b, b' et c' la racine c, etc. ; il y a 
donc m — a racines réelles de l’équation f{x)—o dans les 
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m — a intervalles , et de plus il y en a une a , inférieure k 
a', et une autre k, supérieure à h'. 

169. Considérons, en particulier, l’équation du troisième 
degré 

/■(x) = x’ -1- A,x’ + A.X + Aj = O. 

L’équation du second ilegré 

f(x} — 3x’ aA,x + A, = O 

doit avoir ses deux racines réelles, ce qui donne une pio- 
mière condition A} — 5A, > o.. Appelons a' et b' ces deux 
racines, a, b, c étant les trois racines de l’équation propo- 
sée. Supposons que x varie de — oo à oo ; pour x = — oo , 
le polynôme f(x) a le signe — , qu’il conserve jusqu’à cç 
que X arrive à la plus petite racine a ; quand x dépasse a, le 
polynôme change de signe, et prend le signe -|- qu’il con- 
serve jusqu’à la seconde racine 6; là il change de signe une 
seconde fois et prend le signe — qu’il conserve jusqu’à la 
plus grande racine r ; il change alors de signe une troisième 
fois, et prend le signe -t- qu’il garde indéfiniment. Ainsi, 
/(x) a le signe — de — œ à a, le signe -f de a à 6, le signe 
— de b k c, et le signe -f de c à -j- w. 

Mais on a vu que la première racine o' de l’équation 
f'{x)=o est comprise entre a et b; si donc on remplace 
X par a' dans le polynôme f{x) , on doit trouver un résultat 
positif. La seconde racine h', étant comprise entre b et c, 
donnera un résultat négatif. 

Ces conditions sont sullisantes ; car si l’on a f{a') > o 
et f{b)' < 0 , le polynôme f{x) change de signe, une pre- 
mière fois quand x croît de — oo à a', une seconde fois de 
a' à b\ et une troisième fois de à' à -f- oo; donc l’équation 
f{x]=i> a ses trois racines réelles. 
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1 00, L’équation du troisième degré 

A(,x’ + A,o;’ + A,x + Aj = O 
peut être toujours ramenée à la force simple 

px q = O. 

Il suffit pour cela de remplacer x par x — ce qui fait 

disparaître le terme du second degré; on augmente ainsi 

A 

toutes les racines de la même quantité^. 

L’équation 

p = O 

devant avoir ses deux racines réelles, il faut que le coeffi- 
cient p soit négatif; supposons cette condition remplie; 
nous aurons 

On doit avoir en outre /'(a') > o , c’est-à-dire 



La condition f{b') <o se déduira de la précédente en chan- 
geant le signe du radical et le sens de l’inégalité, ce qui 
donne 
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OU 



Le coefTicient p étant négatif, les premiers membres de ces 
inégalités sont des quantités positives. Supposons q> o\ 
l’inégalité (1), ayant son second membre négatif, sera tou~ 
jours satisfaite; l’inégalité (2) ayant ses deux membres po- 
sitifs, on peut les élever au carré, et l’on en déduit 


ou 


(3) 



Supposons maintenant 9 < O ; c’est l’inégalité (2) qui est 
toujours vérifiée, et l’inégalité (1) conduit à la même iné- 
galité (3). D’ailleurs, l'inégalité (3) ne peut être satisfaite 
que si le coefficient p est négatif. 

Ainsi, la condition néceuaire tl suffisante pour que l'é- 
quation 

x* + px + q= O 

ait ses trois racines réelles,' est que'jies coefficients satisfassent 
à l’inégalité 



Quand le premier membre de cette inégalité est une 
quantité positive, l’éipiation n’a qu’une racine réelle. 
Quand cette quantité est nulle , l’équation a deux racines 
égales, comme nous l’avons vu au n° ISO. 
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Exemples. 

1* L’équation 

X* -j- 5a; — a = O , 

dans laquelle le coeflicient du second terme est positif, n’a 
qu’une racine réelle ; cette racine est positive. 

2“ L’équation 

X* — 6a;+ 4 = 0 

a ses trois racines réelles. La transformée en — x n’ayant 
qu’une variation, une seule est négative, et les deux autres 
sont positives. 

3* L’équation 

X* — 6ar + 6= O 

n’a qu’une racine réelle. Cette racine est négative. 
Exercices. 

1° Appliquer la méthode des racines égales aux équa- 
tions 

X* — yx~ — ax*-|- 1 i8x* — a59x‘ — SSx’-fdiax* — io8x — 43* = o, 
x’-|- ax* -l-x’ 4-6 x*-|-7x‘ — ax* -)-3x’-f- ax* — i ax — 8 = o , 

X* — 8x’-|-a4x’ — 3ax-t-i6 = o. 

2° Chercher les racines commensurables des équations 


X* -j- 5x* -j- x’ — i6x* — aox — i6=o , 
ax’ — 53x-(- io5 = o, 

Üx* — igx’-j- i3x‘ — aox’ -f .'(Sx* — ifi=o, 
i5x‘-|- i6x’ — 46^* — 5x-}-6=^o. 
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CHAPITRE VII. 

ÜES DIFFÉRENCES. 


DIFFÉRENCES DES DIVERS ORDRES. 

161. Etant données une suite de m -j- i quantités 
•* 0 » > 

si l’on retranche chacune d’elles de celle qui la suit , on a 
les différence» premières de ces quantités. On est convenu de 
désigner ces différences par la lettre a. Ainsi l’on représente 
par Au, la différence u, — ar Au, la différence u, — u,, etc. 

Les différences premières forment une suite de m quan- 
tités 

^*^0» 1 > I î 

si l’on retranche de même chacune d’elles de celle qui la suit, 
on a les différences des différences premières , ou les diffé- 
rences secondes des quantités proposées. On les désigne par 
le symbole aa ou plus simplement a’. Ainsi l’on représente 
par A’u, la différence Au, — au,, par a*u, la différence 
Au, — Au,, etc. 
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Les (lilTérences secondes forment une suite de m — i 
quantités 

A*m„ A»U«_J, 

dont on peut prendre les différences premières, ce qui 
donnera les différences troisièmes des quantités proposées ; 
on désignera ces différences troisièmes par le symbole aa* ou 
plus simplement a’. En continuant de la même manière, on 
obtiendra les dilférenoès des divers ordres des quantités 
proposées. 

162 , Les m-|- 1 quantités proposées ont m différences 
premières , et par suite m — i différences secondes , m — 2 
différences troisièmes, et enfin une seule différence de 
l’ordre m. On ne peut pas aller au delà. Nous disposerons 
le tableau des différences de la manière suivante : 



A«„ 

A’»o 




AM, 

A’m, 

a’«. 

a‘«. 


Am, 

A’tt, 








"i 

Aiq 




U, 






mettant dans une première colonne verticale les nombres 
proposés, dans la seconde colonne les différences premières, 
dans la troisième les différences secondes, et ainsi de suite. 
On remarque que l’indice de a reste le même dans une 
même colonne verticale, et l’indice de u dans une même 
ligne horizontale. Pour former ce tableau, on retranche 
chaque nombre de celui qui est placé au-dessous de lui, et 
on écrit le résultat à droite du premier. Ainsi on obtient a«^ 
en retrancliant u„ de 11,, Au, en retranchant w, de ; 
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de même a’u, en retranchant de Au, , a*u, en retran- 
chant Au, de Au^ On a en général par définition 

= A'’/(„^, — A' H, ; 

si l’on retranche à'i(„ du nombre placé aiwlessous de 
lui, on obtient le nombre a'’+'u„ placé à droite du premier. 

Soient, par exemple, les six nombres i, lo, a5, 44. 70 
et 98. En appliquant la régie précédente , on formera le 
tableau des différences jusqu’au cinquième ordre : 



On commence par écrire les six nombres proposés dans 
une colonne verticale. Retranchant chacun d’eux du sui- 
vant, on a les différences premières 9, i5, 19, $6, 28, que 
l’on écrit dans une seconde colonne ; retranchant chacun 
des nombres de cette seconde colonne du suivant , on a les 
différences secondes 6, 4, 7. 2, que l’on écrit dans une troi- 
sième colonne , et ainsi de suite jusqu’à la difl’éreuce cin- 
quième à laquelle s’arrête le calcul. 

163. Réciproquement si l’on donne le premier nombre u„ 

et ses m différences successives A«„, i*«„, , A^u,, on 

peut reconstituer le tableau et reproduire les m autres nom- 
bres H,, U, u„. En effet, puisque Au, = u, — u„, on a 

U, =w,-|- Au,. De même, puisque a’u„=Au, — Au,, on a 
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AU, = Att„ + A*u, ; connaissant Au, , on obtient u, = u, + au,. 
On trouve de la même manière a’u, = a*«^ -j- A’u^ , Au, 
= AU, a’u, , U, = U, + Au, , et ainsi de suite. On remarque 
que chaque nombre du tableau égale le nombre placé au- 
dessus de lui, plus celui qui est à droite de ce dernier ; car 
on a en général par définition 

A'+’w, = A'u^, — A'!/, , 

d’où l’on déduit 

A’’«,+, = A'«„ + A’’+‘m. ; 

le nombre A»’u,+, égale le nombre a»’u„ placé au-dessus de 
lui , plus le nombre a*’+'u„ placé à droite de ce dernier. 

On procède par lignes obliques , comme l’indique le ta- 
bleau précédent ; nous avons déjà calculé les trois premières 
lignes obliques ; on continuera de la môme manière : 
a‘u, ajouté à a’u„ donne a’u, ; celui-ci ajouté à a’u,, donne 
A’u,; celui-ci ajouté à au, donne au,; enfin, ce dernier 
ajouté à 11, donne u^. Recommençant à partir de a’u, , on 
formera succes-sivement les nombres a‘u, , A’u, , a’u,. Au,, u, 
de la ligne oblique suivante , et ainsi de suite. En poussant 
l’opération de proche en proche jusqu’à a^u,, on arrivera 
finalement à u„. 

Soient , par exemple , le nombre i et ses cinq différences 
successives 9, 6, — a, 5 , — i 3 . On appliquera la règle 
précédente et l’on dira : 9 et 1 10; (i et 9 1 5 


et 10. 

....- 25 ; 

— 2 et 6., 

.... 4 

...19 et -2 5 .. 

... 44 ; 

5 et 

2.... 

.5 et 

•7 Pt '9 

26 et 44- • 

...70; 

— 1 5 
70.... 

et 5 

.98- 

. — 8 et 3 .. 

... — 5 et 7... 

.. 2 et 26.... 

,.28 et 
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• ÉTANT DONNÉS I NOMBRES , U,, ti* , TROL- 

VER : 1* l’expression du terme GÉNÉRAL U, EN FONC- 
TION DU PREMIER TERME W, ET DE SES DIFFÉRENCES 
' SUCCESSIVES; 2 * l’eXPRESSION DE A"u„ EN FONCTION DES 
NOMBRES PROPOSÉS. 

lèâ. Supposons d’abord que l’on donne le nombre u„ et 

ses m différences successives , a’u^ , , a”u^ ; il s’agit 

de trouver les nombres u, , , Nous savons que la 

question est possible , et nous avons indiqué dans le nu- 
méro précédent la manière d’effectuer le calcul de proche 
en proche ; mais nous cherchons ici une formule algébrique 
donnant l’expression d’un terme quelconque u, de la suite 
en fonction des quantités données. 

Commençons par établir un principe qui nous sera très- 
utile : c'nl que la différence de la somme de plusieurs quan- 
tités égale la somme des différences de ces quantités. En effet, 
le mot différence signifie ici la variation qu’éprouve une 
quantité quand on passe à la quantité suivante, ou quand 
on augmente l’indice d’une unité; ainsi la différence de 
M, est la variation — u, qu’éprouve cette quantité 
quand on passe du terme m, au suivant u,+, ; de même , la 
différence de la quantité Au, est la variation Au,+, — Au, 
qu’éprouve cette quantité quand on passe de la quantité 
AU, à la suivante Au,^,. Oi- il est clair que la variation d’une 
somme est égale à la somme des variations des parties qui 
la composent. 

Cela posé , on a d’abord 

“i = "o + ‘^«0- 

On a aussi u, = u, Au, ; on connaît l’expression de u, ; on 
obtient la différence Au, en remarquant que u, étant une 
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somme de deux quantités et au, , sa didérence égale la 
somme des dilTérences au, et a*u, de ces deux quantités , 
ce qui donne ^u, = Au, + a’u, ; si l’on remplace u, et au, 
par leurs valeurs, il vient 

«t = «O + 

On a de même u, = u, -|- au, ; nous connaissons u, ; nous 
obtiendrons sa düTéreuce au, eu prenant la dilTéreuce de 
chacune des parties de la somme ; il vient en ajoutant 

Wj == «O + *^«0 + ‘^*«0 = «0 + 3 Au, + 3i*« + i‘«o- 

+ Au, + aAX + 

On reconnaît les coefficients du développement de la 
puissance d’un binôme ; l’expression de u, a pour coeffi- 
cients ceux du carré d’un binôme ; l’expression de u, ceux 
du cube. Nous allons faire voir que cette loi est générale. 
Pour cela , nous démontrerons que si elle est vraie pour 
u, , elle l’est aussi pour u,^, , c’est-à-dire que si l’expres- 
sion de w, a pour coefficients ceux de la n* puissance du 
binôme , l’expression de u.+j aura pour expression ceux de 
la n -1- 1 " puissance. Soit donc 

«. = «0 + Aw, -1- C7‘ A'-'k, -1-C' A''tt, -f A-ni,. 

La dilTérence du premier membre étant égale à la somme 
des diil'érences de tous les termes du second membre , on a 

Att„= Att, -f c‘a*»(, c[ ‘a'w, + A’**-‘tt,. 

Puisque = u„ a«„ , si l’on ajoute les deux égalités 
précédentes , il vient 

««+1=“» + C^ + + A'«,...-f A"+'»/,. 

+• +< +c 
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Mais ci + 1 = C‘,^„ Ci 4 -Gi = Ci^„ ; en général , 

Ci + Ci~‘ = C ; le second membre se réduit donc à 

... + ...+ A"+-«.. 

On voit que si la loi est vraie pour , elle l’est aussi pour 
«■+ 1 . Comme elle est démontrée pour u,, et «, , elle l’est |X)ur 

«J , U, et par conséquent pour un terme quelconque. 

Ainsi nous avons la formule générale 

(«) A«^ -) i A*«„ + 

1 1.3 

Au moyen de cette formule , on obtient chacun des nom- 
bres 11 , u„ , en donnant à n l’une quelconque 

des valeurs o, i, a, »i. On peut écrire cette formule 

sous la forme symbole 

«. = (> 4-^)X» 

en convenant de développer (i-f a)" suivant la loi du bi- 
nôme , comme si la lettre A désignait une quantité , et de 
regarder les exposants comme des indices. 

On donne , par exemple , le nombre et ses cinq diffé- 
rences successives : 

ii„=i, Au, = 9, a’u, = 6, aX= — 2, a‘«,= 5, aX=— «3 

si dans la formule (a) on fait n = 4 . un a 

(ij = 1 -1- 4.g -f 6.6 — 4.3 5 = 70 . 

Ou obtient ainsi directement le nombre 70 que l’on a trouvé 
précédemment par un calcul de proche en proche. 

165. Supposons maintenant que l’on donne les m 1 
nombres 

«0» «Il «1» «-> 
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et que l’on veuille trouver les m différences successives du 
premier de ces nombres , savoir : 

AX. aX- 

On a d’abord 

Au, = U, — (/,. 

On a de même au, = u, — u, ; mais par définition = 
Au, — AU, ; si l’on retranche au, de au, , il vient 

A*u, = — au, + u,. 

Cette expression s’applique évidemment à tous les tennes 
indistinctement. Si donc on .augmente tous les indices d’une 
unité, on aura de même a’u, = u, — au, + U, ; mais a’u, = 
A*u, — a’u, ; si l’on retranche a’u, de a’u, , il vient 

AX=«a — au, 4- =u, — 3u, + 3u, — u,. 

— u, -f au, — u. 

On reconnaît encore les coefficients du développement 
de la puissance du binôme. L’expression de a’u, a pour 
coefficient ceux de (a — ô)’, l’expression de A’u, ceux de 
(a — 6) ’. Je vais démontrer que la loi est générale : admet- 
tons-la pour A*u, et soit 

A«u, = u c',u,_, qr Cf u^_^± C'u,_^ ± u,. 

En augmentant d’une unité tous les indices de la lettre u , 
on a de même 


= 


Mais A'^^^'u, = A'u, — A"u, ; on obtient donc , en retranchant 
l’une de l’autre les deux expressions précédentes, 



+ < 

“b+1 •• 

..drC” 

n 

— 1 



±C'“‘ 

n 
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on en siniplifiant , 


± Zfz U,. 


On voit i>ar là que si la loi est vraie pour 4 "u„, elle l’est 
aussi pour Connue elle a été démontrée pour 

a’w, et A’U(, , elle est vraie pour a*i(^ , a'u, , et par consé- 
quent pour une difl'érence d’ordre (|uelconque. 

On a donc la formule générale 


m 


î(„_j . 


Au moyen de cette formule on obtieiulra chacune des in 
diOérences successives det<„, en donnant à n l’une quel- 
conque des valeurs 1 , 2 , III. On peut écrire cette for- 

mule .sous la forme symborupic a"»j,= (h — i)", en rem- 
plaçant dans le dévelopj)ement les exposants par des indices 
et le dernier terme i ou u” par u„. 

On donne , par exemple , les six nombres i , i o , 26 , 44 - 
70 et tj8. Si l’on fait n = 4 dans la formule (S) , on aura 
directement la dilférence 


A*u, = 70 — 4-44 + *5 — i.io -|- 1 = 5 , 

obtenue précédemment p.ar un calcul de proche en jn oclie. 


I.\ DIFFÉRENCK DK l’oHDHE lit d’lNE FONCTION ENTIÈRE DE 
UEC.UÈ m EST CONSTANTE, SI LA DIFFÉRENCE DE LA VA- 
IIIAIILE EST ELLE-MÊME CONSTANTE. 

1(56. Soit u = f{.v) une fonction quelconque de la va- 
riable T ; si l’on donne à la variable m 1 valeurs 
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la fonction prendra une suite de valeurs correspondantes 

dont nous pourrons prendre les dilférences des divers or- 
dres , toniine nous l’avons expliqué précédenmieut. Onli- 
nairenient les valeurs données à la ^arlable forment une 
progression aritliniétique dont on appelle h la l’aison. Sup- 
posons que X représente l’un quelconque des termes de la 
progression, x h étant le tenue suivant ; les valeurs cor- 
respondantes {[x) et f{x -f- h) de la fonction auront pour 
dilférence première f{x-\-h) — /"(t); c’est une nouvelle 
fonction de x que l’on nomme différence première de la fonc- 
tion proposée et que l’on désigne par- iif{x). Si dans cette 
fonction i/’(x) on remplace successivement x par chacun 
des termes de la progression, on obtiendra les m différences 
premières que fournissent les m -f- i valeurs con-espon- 
dantes de la fonction. 

l)c même si l’on donne à x deux valeurs consécutives x 
et .r -1- ft , les valeurs correspondantes de la fonction ^f{x) 
auront une dilférence a/'(.t -f h) — A/'(x); c’est une nouvelle 
fonction de x que l’on nomme différence seconde de la fonc- 
tion proposée et que l’on désigne par ^‘f(x). El ainsi de 
suite. 

Prenons comme exemple la fonction 

H—a“\ 

nous aurons 

= a' = nV— •)• 

Ainsi on forme la dilférence première de la fonction n* en 
multi])liant cette fonction par la quantité constante a !' — i. 
11 en résulte 

A’u = a“[u — I )*, 

i"«= — ij". 
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1(>7. (loasidéroiis en particulier la Ibnctiou entière du 
degré m. On a , en développant d’aprè.s la loi connue , 

= f{x + h'—fix) = f{x]/t +f''{x) -^ + 

Li quantité h, raison de la progression arithmétique, est 
une constante ; on voit par là que la dilTérencc jueuiièie 
trune fonction entière du degré m par rapport à la variable .r 
est une fonction entière du degré m — i. De même la dilfé- 
rcncc de la fonction au, ou la dilTérencc secoiule de la fonc- 
tion proposée , .sera du degré m — g ; a’u .sera du degré 
TM — ô; en général a"u sera du degré m — u. linfin la dif- 
férence d’ordre m sera du degré zéro ; ce sera donc une 
constante , et par conséquent les ditférences d’un ordre plus 
élevé seront nulles. 

I()8. Il£.\IARQl!E. Soit 

H = A„ x’" -f A,x"“' -f- Am_,T -f A„ 

la fonction entière proposée , ordonnée par rapport aux 
puis.sances décroissantes de x. Cette fonction étant la somme 
des termes qui la composent, sa dilTérence d’un ordre quel- 
conque est égale à la .somme des différences du même ordre 
de ses différents termes. Il en résulte que la différeuce pre- 
mière ne dé|)endra pas du terme constant A„, puisque la 
différence de ce terme est nulle ; la différence seconde ne 
dépendra pas des deux deniiere termes A„_, j; -f A„ , puisque 
la différence seconde de cette pai tie est nulle ; en général , 
la différence d’ordre « ue dépendra que des termes dont le 
degré est égal ou supérieur à n j enfin la dilTérence d’ordre m 
ne dépend que du premier terme A,x"*. Nous nous propo- 
sons de calculer cette diff érence d’ordre m. 
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a «4 

Nous avons 

Am = hf'(x) -f- ; 

Je premier tenue s’obtient eu prenant la dérivée du poly- 
nôme proposé et multipliant par h ; les autres termes étant 
d’un degré inférieur k m — i ne donneront rien dans a^m. 
Nous aurons , en appliquant la même règle , 

A’u = -|- 

A>« = 4- 


A"M = h’'f’‘\X) + 


a"m = hTlx). 


Le premier terme du polynôme f{x) entrant seul dans la m’ 
dérivée, on aura finalement 

a"«=; i.a.3 mAjft". 


Exemples. 

1 ° Former les carrés des nombres entiers. Considérons 
la fonction u = j*, et supposons que l’on donne à x les 

valeurs o, i, 2, 3 , en progression arithmétique. I.a 

fonction étant du second degré , la difl'érence seconde A’u 
est constante et égale à 1.2. A’, c’est-à-dire à 2, puisque la 
raison h est l’unité ; les dilférences d’un orebe plus élevé 
sont nulles. Pour commencer le tableau, il suflit d’écrire 
les deux premiers carrés o et 1 avec leur dill'érence pre- 
mièie 1 et la difléreiice seconde 2 trouvée directement. 
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Ou répéteia la diirércnce .seconde constante a dans la 
troisième colonne autant que l’on voudra, et l’on dira, en 
calculant par lignes obliques , d’après la règle établie au 
n° 16.3 ; a et i...ô et 1...4 ; 2 et 5. ...5 et 4*”<) ; 2 et 5. ..7 
et 9... 16; en continuant de cette manière on formera les 
carrés des nombres entiers consécutifs. 

2“ Former les cubes des nombres entiers. Considérons la 
fonction et donnons encore à x les valeurs successives ^ 
o, I, 2, 3... en progression arithmétique. La fonction étant 
du troisième degré, ladiiïérence troisième sera constante et 
égale à i. 2.3/1’ ou 6. Pour commencer le tableau nous écri- 
rons les trois premiers cubes 0, 1 , 8, d’où nous déduirons les 
différences premières 1 et 7, et la différence seconde 6 ; met- 
tant ensuite à la droite la différence troisième constante f» 
trouvée directement , on pourra elfectuer le calcul des lignes 
obliques et obtenir les cultes des nombres entiers consécutifs. 
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3° Troin er la somme des carrés des n premiers nombres, 
Considérons la suite des quantités 

w,=o*+i’, w,=o’+i’+a‘, iq=o’+i*+a’+5’, ; 


les différences premières sont les carrés consécutifs i*, 

3’, ; il résulte de ce qui a été dit précédemment que 

les différences secondes des différences premières, ou les 
différences troisièmes des nombres proposés, sont con- 
stantes et égales h 2 ; et j>ar suite que les différences d’un 
ordre plus élevé sontnulles. Écrivons le commencement du 
tableau avec les trois premiers nombres tq, w, , n, ; 


c 

11 

An, = 1 

A*n„ = 3 

«, = 0’ 4- 1’ 

An, = 4 


«,= 0’ 4 “ >’ 




Servons-nous maintenant de la formule (a) démontrée 
au 11 ° 164 , formule qui e.vprime un terme quelconque u„ 
de la suite des nombres [)roposés au moyen du premier 
d'entre eux et de ses flifVérences successives ; ici les diffé- 
rences d’un ordre supérieur au troisième sont milles; le 
développement se réduüa donc à ses quatre premiers termes 
et l’on aura 


. , «(«— i)(n- 

Un = «„ -f H «O + ■ 


I .2.3 


a 


et , en renqilaç.ant les différences par leurs valeurs, 

ôniii — 1 ) an n — 1 ) (n — a) n{n i) (an 1 1 


4° Trouver la somme des cubes des n premiers nombres. 
Considérons la suite des quantités u„ = o’, «, =o*-(- i’. 
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ti, = o’-|-i*+ 2 *, M, = o’+i*-|-s*+5’, ; Ips différences 

premières sont les cubes consécutifs i% 2 *, ô’, ; les dif- 

férences troisièmes de ces différences premières, ou les 
différences quatrièmes des quantités proposées , sont con- 
stantes et égales à 6 ; les différences d’un ordre plus élevé 
sont nulles. On écriia le commencement du tableau avec 
les quatre premiers nombres 


"0 = 

= I 

A*«„= 7 

S\=12 

M, =o’ 4 ~ '* 

Au, = 8 

A*U, = 19 


!<, = 0’ 4 " • ’ + a’ 

AU, = a; 



î/, = o’* 4 -i’ 4 - 2 > 4 - 3 ’ 





Les différences fl'un ordre supérieur nu quatrième étant 
nulles, la formule («) se réduit b. scs cinq premiers termçs 
et l’on a 


n(>i — i) . , wfn — i)(n — aï , 

, = -f 4- -t- = A’"„ 

, ri(n — i)(n — 2) (n — 3) . 

+ - — -hsi ;- — 


et , on remplaçant les différences par leurs valeors, 

, ^rtjn-i) , , ,, , , n(«—« )(«—»)(«— 3) 

i,„ =,i+ ^ ; 4 - an(n— 1 ) (n — a) -}- — ^ 

a 4 

n'in 4- > )* 


On retrouve ainsi les fonnules déjà obtenues par d’autres 
moyens (n°’ 58 et 60). Cette méthode permet de trouver 
avec la même facilité la somme des puissances quatrièmes, 

ou des puissances cinquièmes des nombres entiers 

consécutifs. 

169. Remarque. Supposons que l’on porte sur la ligne 
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liorizontale OX, à partir du point fixe O , des longueurs OP„ , 

OP,, OP,, égales aux valeurs x„, a;,, a;,, ...... que l’on 

donne à la variahle 
X et que l’on élève 
des perpendiculaires 
ou ordonnées P„M„, 
P,M,,P,M,,...égales 
aux valeurs corres- 
pondantes H,, 

M, ,... de la fonction. 

Si par les points M,, M,, ou mène des horizontales M,N„, 

M,N,,... jusqu’à la rencontre des ordonnées précédentes, 

ou voit que les différences premières Ak,, seront 

rei)réseutées par les longueurs M„N„, M,N,, affectées 

du signe -|- ou du signe — , suivant que les ordonnées 
vont en augmentant on en diminuant. 

Dans le cas où les valeurs de x sont en progression arith- 
métique, par les deux 
points M,, M,, faisons 
pas.ser une droitejus- 
qu’à la rencontre de 
la première ordonnée 
en ; par les «leux 
])oinls M, JI,, une 
droite jusf(u’à la ren- 
contre de la seconde ordonnée en G,, et ainsi de suite; les 

longueurs M„G„ , M,G, prises avec le signe -f- ou le 

signe — , représenteront lesdiflérences secondes a*u^, a’ij,, . . . 
En effet, les triangles M,iV„G„ et sont égaux, et 

l’on a N„G„=M,\,=au, ; donc M„G„ = \„G„ — ^ 
AU, — au„=a’i«^, etc. Lorsque la différence secomle est 
positive, le point G„ est au-dessous de Al„ et la courbe 
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tourne sa concavité vers le haut; c’est ce qui a lieu dans 
la première ligure. Lorsque la différence seconde est néga- 
tive , le point G, est au-tlessus de M„ , et la courl)C tourne 
sa concavité vers le bas ; c’est le cas de la seconde figure. 


CONNAISSANT LES BÉSILTATS DE LA SIRSTITUTION DE m NOM- 
BRES ENTIERS CONSÉCITIFS DANS UNE FONCTION ENTIÈRE 
Dr DEGRÉ m , ON OBTIENT FACILEMENT , AL MOYEN DES 
DIFFÉRENCES, LES RÉSl ETATS DE LA SI BSTITITION DE TOI S 
LES AUTRES NOMBRES ENTIERS POSITIFS OU NÉGATIFS. — 
APPLICATION AU CAS d’uNE FONCTION ENTIÈRE DU TROI- 
SIÈME DEGRÉ, DONT ON CONNAÎT LES VALEURS CORRES- 
PONDANTES AUX VALEURS — 1 , O, -f- 1 DE LA VARIABLE. 


170. Considérons d’abord un polynftnie 
degré 

« = x' -j- 3.r’ — 17 X -|- 5. 


du troisième 


Nous nous proposons de calculer les valeurs que prend ce 
polynéme pour les valeurs entières 


— 5 , — 3 , — I, 0 , I, a , 3, 

positives ou négatixes, données à la variable x. En substi- 
tuant directement les trois nombres simples — i, o, i , 
on obtient les trois résultats a4i 5 et — 8. Avec ces trois 
valeurs, on tonne deux différences premières — 19 et — 1 3, 
et une différence seconde 6. La fonction étant entière et du 
troisième degré , on sait que la différence troisième est 
constante et égale fi i.2.3. A„/i’, c’est-à-dire à G dans 
l’exemple actuel; les différences d’ordre supérieur sont 
nullcs. On peut donc prolonger le tableau indélîniment par 
lignes obliques d’après la règle du 11° 103, et obtenir les 
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valeur du polynôme pour .c=2, a = etc. Voici l.i dis- 
position du tableau : 


X 

H 

A 

A> 

A’ 

— 1 

34 

— •9 

G 

6 

0 

5 

— 13 

la 

6 

+ • 

— 8 

1 

18 

6 

a 

— 9 

>7 

24 

0 

3 

8 

4* 

3o 


4 

49 

71 



5 

lao 





La première colonne verticale contient les valeurs de la 
variable x, la seconde les valeurs correspondantes de la 
fonction, et les suivantes les dill'érences, comme à l’ordi- 
naire. La dernière colonne contient la dilférence troisième 
constante G que l’on répète indéfiniment. On calcule en 

disant : 6 et 6 12 et — 1 3 — 1 et — 8 — 9, 

valeur de la fonction pour x — i. Recommençant alors une 

nouvelle ligne oblique, on dit : G et 12 18 et — 1 1 - 

et — 9 8, valeur du polynôme pour a; = 5, etc. 

On peut aussi prolonger le tableau vers le haut et trouver 
les valeurs de la fonction j)our x = — 2, x — — 5 , etc. 
On remarque, en e/fet, que tout nombre du tableau eet égal 
au nombre placé au-dessous de lui, moins celui gui est ù 
droite du premier; car, de la relation générale 


A"+>l/„ = A”«„, 

on déduit 

A'’«„ = A’’u,+, — A’'+'«»; 

le nombre A’’u„ égale le nombre a’’m„+, placé au-dessous de 
lui , moins le nomln e a’’^'*m„ qui est b. sa droite. 
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On procédeiva donc de la manière suivanle : 


- - 

✓ 

—72 


— 3 o 

6 

- 6 

— 1 

4 - 

—24 

G 

— 5 

40 

17 

— 18 

6 

- 4 

57 

1 

— la 

6 

— 3 

56 

— 13 

— 6 

6 

— a 

43 

— ‘9 

0 

6 

— I 

24 

—19 

6 

6 

X 

U 

a 

A* 

ù’ 


La ligne horizontale inférieure contient la valeur de la 
fonction et ses différences successives pour x= — \ , va- 
leui's trouvées précédemment, et l’on a répété la différence 
troisième constante 6. Si de la différence seconde 6 on 
retranche la différence troisième (>, on a la différence se- 
conde O qui.con-espond kx = — s ; si de la différence pre- 
inière — 19 on retranche la différence seconde o, on a la 
différence première — 1 9 qui correspond kx — — ‘z ; enfin, si 
du nombre «/, on retranche cette différence première — 19, 
on obtient la valeur l^ 7 > du polynôme pour x = — «. On a 
formé de la .sorte la .seconde ligne horizontale au moyen de 
la première.” De la seconde on déduira do même la troi- 
.sième ; on dira : 0 moins 6 donne — (i ; — 19 moins 


— ü — 15 ; 43 moins — 13 56 ; telle est la valeur du 

polynôme pour x = — 3 . Continuons encore — G moins 

6 — 12; — i 3 moins — 12 — 1 ; 56 moins — 1 

57, valeur du polynôme pour.T = — 4. et ainsi de suite. 


Le calcul se fait ici par lignes horizontales .successives. 
Ordinairement ces deux tableaux sont réunis quand la place 
le ixjrmet, et constituent un seul et même tableau que l’on 
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. peut prolonger volonté vers le bas par additions succes- 
sives, vers le haut par soustractions. 

171 . ‘Soit maintenant un polynôme du quatrième degré 
« = ar‘ — 5x’ — 7a:’ -f 

On substituera directement à la place de x les quatre nom- 
bres — 1,0, 1,2, ce qui donne les quatre valeurs corres- 
pondantes — lô, 5 , 7 — 19, avec lesquelles on forme trois 
différences premières 16, 4» — 26, deux dillerences secondes 
— 12, — 3 o, et une dilférence troisième — 18; on connaît 
d’ailleurs la diflérence quatrième qui est constante et égale 
à i.2.5.4-A„/i‘ ou 24, puisque la fonction est du quatrième 
degré; les dilférences suiv.antes sont nulles. On a ainsi tout 
ce qu’il faut jjour pouvoir elfectuer le calcul et prolonger 
dans un sens ou dans l’autre. 


X 

U 

A 

A’ 

. 

A‘ 

— 3 

111 

— 110 

9d 

— 66 

24 

3 

+ • 

— i4 

5o 

— 42 

24 

1 

- i3 

iG 

— 12 

— 18 

24 . 

0 

3 

4 

— 3o 

G 

24 

1 

7 

— a6 

— 24 

5o 

24 

a 

— >9 

— 5o 

6 

54 

24 

3 

— 69 

— 44 

60 

78 


4 

— 1 13 

iG 

i38 



5 

— 97 

i34 




G 

57 






172 . Considérons, en général, une fonction entière 
U = f{x) du degi é m ; supposons que l’on donne :V la va- 
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niable m valeurs en progression arithiuétique 

^0. a:, + h, 2/(, , + — ii/i, 

et que l’on connaisse les m valeurs correspondantes 

«» . «I . «1 . 

(le la fonction. Avec ces m valeurs, on formera m — i diffé- 
rences premières, m — a différences secondes, et 

enfin une différence de l’ordre m — i. La fonction étant en- 
tière et du degré m , on sait que sa dill'érence d’ordre « est 

constante et égale à i. a >nA,A", et que les différences 

suivantes sont nulles. On a ainsi tout ce qu’il faut pour 
calculer le tableau des dilî’érences; si l’on effectue le calcul 
par lignes obliques eu descendant, on obtiendra les va- 
leurs de la fonction qui correspondent aux termes suivants 
j„-fffiA,x,-f-(m-(-i)A,..., (le la progression aritlimétiqiic; 
si, au contraire, on remonte par lignes liorizontales , on 
trouvera les valeurs qui correspondent aux termes précé- 
dents x„ — A, — aA, Ln résumé , le calcul de m va- 

leurs par substitution directe suffit pom- que l’on puisse 
trouver toutes les autres. 

Il est à remarquer que la substitution directe d’un nom- 
bre a à la place de x s’effectue assez simplement d’après le 
procédé du n” 131. On opérera sans rien écrire comme si 
l’on voulait diviser le polynôme par x — a : le reste est le 
résultat cherché. 

FORMULES d’interpolation. 

Définition. 

173. Supposons que l’on ait trouvé par un moyen quel- 
conque les m -f 1 valeurs 
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^^ 0 ? ^1 ^ > f 

que prend une fonction lorsqu’on donne à la vari.-djlc m + i 
valeurs 



fnlerpoler, c’est trouver les valeurs de la fonction pour les 
valeurs intcniiédiaires de la variable. 

Par exemple , on a calculé les logarithmes des nombres 
entiers de looooà looooo. Interpoler, c’est trouver le lo- 
garithme d’uii nombre fractionnaire compris dans l’im des 
intervalles. 

Autre exemple ; par des expériences directes , on a me- 
suré la tension de la vapeur d’eau pour des températures 
de 10 en 10 degrés, depuis loo jusqu’à 200 degrés. Inter- 
poler , c’est trouver la tension de la vapeur pour une tem- 
pérature intermédiaire. 

Le problème de l’interpolation n’est pas déterminé, 
parce qu’on ne connaît pas en général la nature de la fonc- 
tion, mais seulement certaines valeurs particulières, et qu'il 
est impossible d’en déduire rigoureu.sement les autres \a- 
leurs; on conçoit, en elTet, qu’il existe une infinité de fonc- 
tions qui prennent des valeurs données jiour m -j- 1 valeurs 
de la variable, sans qu’elles se confondent pour cela dans les 
intervalles. Afin de bien mettre ceci en évidence, imagi- 
nons que l’on représente les valeurs données de la fonc- 
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tioii par (les ordonnées comme au n° 1(50, et supjwsons que 
l’on trace une courbe passant par les m-|- i points M^, 

M,, M. ainsi obtenus ; l’ordonnée de cette courbe 

représentera une certaine fonction u = f{x) admettant les 
m-f 1 valeurs données; si maintenant l’on donne à x ime 
valeur intermédiaire 01’ quelconque et que l’on mesure la 
longueur de l’ordonnée corresjHmdante Ml’, on aura la valeur 
cherchée de la fonction ; la courbe tracée résout donc le 
problème do l’interpolation. Mais il est évident que par les 
m + 1 points donnés, on |jeut faire passer une inlinité de 
courbes. Ces diverses courbes donneront |>onr la même va- 
leur OP de X des valeurs différentes MP, M'P. Ainsi il y a 
indétermination. Si l’on emploie nue courbe pom’ cITecluer 
l’inteqiolation , ce qui est un moyen très-commode dans la 
pratique, on aura soin de la tracer aussi unie que jiossiblc, 
en évitant les sinuosités inutiles. 

En algèbre, on elfectue l’interpolation en cherchant une 
fonction entière du degré m qui admette les m-f i valeurs 
données. Alors la question est complètement déterminée; 
nous démontrerons, en clfet, qu’il existe toujours une 
fonction entière du degré m jouissant de ces propriétés, et 
qu’il n’en existe qu’une. Pne fois cette fonction trouvée, 
on pourra calculer les valeurs <pi’elle prend pour des va- 
leurs intermédiaires quelcomjues de x\ mais ces valeurs 
calculées ne doivent être considérées que comme des va- 
leurs approchées de la fonction inconnue. On conçoit que 
les erreurs commises seront d’autant plus jietltes que le 
nombre des valeurs dotmées sera plus grand et surtout que 
les intervalles seront plus petits. 

Formule de Lagrange. 

17&. La question que nous avons à résoudre est la sui- 
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vante : trouver une fonction entière du degré m qui admette 
m + 1 valeurs données 

««. 

fiour m + 1 valeuis données 

de la variable x. 

Soit 

li = Ax„ + Bx"-‘ 4- Cx“-’ + Gx + H 

la fonction cherchée. Klle renferme m + 1 coeflicients 
inconnus. Puisque cette fonction doit prendre les «i + ' 

valeurs i»„, iq, m" pour les valeurs x,, x"* de x, 

on a les m + i équations 

Gx„ 4" "o ) 

Ax,*" + Bx,— ’ + Gx, 4- H = «, , 


Ax:+Bx:'’ 4Gx„+H=»„, 

<pii détermineront les m t- • coeflicients inconnus A, B, 

11. Ces érpiations sont du premier degré; si on les 

imagine résolues , on aura , d’après la fonnule établie au 
11 ° 5, des valeurs de la forme 

A = A(|«„ -j“ A,!/( A„//„ , 

B = B„«o + Bi"i 4- , 


H — Hjîij 4 " Uia, ■ ••• • 4 * 


Digiiized by Google 



CHAP. VU. INTERPOLATION. 


257 


Remplaçons ces coefficients par leurs valeurs dans le po- 
lynôme m; tous les termes contenant en facteur l’une des 

quantités «„, u,, si l’on ordonne par rapport à ces 

quantités, le polynôme s’écriera 

« = (A,x- + B„x--' + U>„ 

+ (k,x, -h B, a:— -I- H,)m, 

-I- ( -i- B»x— ' 4- H„ lu. ; 

ou , plus simplement , 

U = X„u, -f X,u, -f- X.U. , 

en représentant par X,, X,, X. les m -f-i fonctions en- 

tières du degré m placées dans les parenthèses. 

il s’agit maintenant de déterminer ces fonctions. Si l’on 
fait x=x^, le second membre doit se réduire à u„; ceci 
aura lieu si pour x = x^ la fonction X, devient égale à 
l’unité et toutes les autres s’évanouissent. De même, pour 
x= J*,, le second membre prendra la valeur m, si la fonction 
X, devient égale à l’unité et toutes les autres s’évanouis- 
sent. En général , pour x=x, le second membre prendra 
la valeur si la fonction X, devient égale à l’unité et 
toutes les autres s’évanouissent. Ces conditions déterminent 
complètement les fonctions X,. Par exemple , la fonction X„ 
entière du degré m, s’annulant pour les m valeurs x,, ... 

X. de X, sera de la forme 

Xo = A„(x— x,)(x — X.) (x — X.); 

cette fonction se réduisant en outre à l’unité pourx = x„, 
on aur.a 

I = A„..r„ — .r,) ix, — .r,) f.r„ — .r„1 . 

17 
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ih» 
d’où 

~ K — (^0 — {^0 — 

On aura donc finalement 

^ _ [3; ^t) {X Xm) 

— — {^0 — ^4 

La fonction X,, s’annulant pour les m valeurs •Jîo, -r,, 
de X et se réduisant à l’imité pour x=x^, sera pareille- 
ment 

X — ~ ^ 0 ) ^ t) (X— ^m) 

(Xj Xj) (X| Xj) (Xj — Xmi 

et de môme pour toutes les autres. 

Ainsi la fonction cherchée, u est donnée par la formule 
suivante , trouvée par Lagrange , 


(A) 


U = 


(x — X,) (x — X,) (x — x„) 

K — •cjK — O — J--] ' 

Xm) 


(X — xjjx — X, ) (x 

(X, Xj/ (x, — X,j (x 


JTm J 


«■ + ' 


i75. Nous avons trouvé une fonction entière du degré m 
jouissant des propriétés énoncées. On démontre- aisément 
qu’il n’en existe qu’une, c’esttà-dire que si deux poly- 
nômes entiers du degré m sont égaux pourm-)-i valeurs 
de X, ils sont identiques. Soient, en eU'et, 

Ax" + Bx~"* -J- U , 

A’x” - 1 - B'x"-' + H', 


Ces deux polynômes; en les retrancliant l’un de l'autre, on 
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aura une éq'uation du degré m 

(A — A'iOF" + (B — + (H — H’) = o , 

ayant m + i racines, ce qui est impossible. 11 faut donc que * 
les cocfllcients soient res[x;ctivenient égaux, et alors les 
deux polynômes sont identiques. 

l'ormute de Newton. 

176. La formule rie Lagrange est générale ; elle est 
vraie quelles que soient les m -f - 1 valeurs données à la 
variable ; celle de Newton se rapporte spécialement au cas 
où ces valeurs sont en progression arithmétique. 

Soient 

+ ifo+aA, x^ + nh, x„-\-wh 

les m + 1 valeurs données ù la variété x ; 

«,J «,f M", , «- 

les valeurs con espond antes de la fonction m. Avec ces ni + > 
valeurs , on peut foi'iner les m différences successives 

^*«0. ^““o- 

Reprenons la formule («) du n“ 16A 

n . nln — i) . 

«„ = u„ -f- - A«„ -1 — — A A w, , 

qui exprime un terme quelconque de la suite proposée au 
moyen du premier et de ses n différences successives. Le 
second membre s’arrête à ; mais on peut, sans incon- 
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vt'-nient. le prolonger jusqu’à et l'écrire dé la manière 
suivante 

,1 n , ni« — i) . 

(Il H ^ - A*«„ 

, «in — ') {n—m + i) _ 

H ' ^ "ft> 


car les termes ajoutés ainsi, contenant le facteur n — n, 
sont nuis, \ppelons j* un terme quelconque nh de la 
progression aritlimétique, et u la valeur correspondante 
H, de la fonction. Nous posons x=J”„ + nà; il en ré- 

suite n = - l’on remplace n par sa valeur dans 

l’équation (1), il vient 



On voit d’abord que le second membre de l’équation (B) 
est une fonction entière du degré m par rapport à x ; car le 
second terme est du premier degré, le troisième du second, 

le dernier, étant un produit de m facteurs du 

premier degré , est du degré m; ce terme du degré m, ne 
pouvant se réduire avec aucun autre, subsistera nécessai- 
rement dans le polynéme qui sera ainsi du degré m. On 
voit ensuite (pie cette fonction prend les m -(- i valeurs 

données u„, m, , u* pour les m -f- i valeurs données 

de x; car si dans cette fonction on remplace x par un terme 

quelconque x,-|-fià de la progression arithmétique, ou 

par n , elle devient évidemment égale au second membre 
(le l’équation (1), c’est-à-dire à la quantité m,. 
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Aiuüi la formule (B) nous donne bien la fonction entière 
du degré m , qui , pour m + i valeurs données de x en pro- 
gression arithmétique , prend les m -f i valeurs données 

U, , U, u„. C’est la formule d’interpolation de 

Newton. Elle contient, non pas précisément les valeurs 
données de la fonction, mais les différences successives 
qu’on en déduit , et ceci est un grand avantage .iparce que , 
ces différences diminuant en général très-rapidement, on 
se bornera dans la pratique aux premiers termes, et on 
négligera tous les autres. 

177. Afin de simplifier posons ^ — - — -= z , la formule (B) 
devient 

(C) « = U, -}- Y -|- 

, a(s — i) (s — m-j- il . 

-t- ^ — - — - a"«„. 

Supposons que l’on interpole dans le premier intervalle , 
c’est-à-dire de x^ k /( ; z sera une fraction moindre 
que l’unité. 

Lorsque les dilFérences d’un ordre supérieur au premier 
sont assez petites pour qu’on puisse tes négliger, la formule 
se réduit à ses deux premiers termes 

« = w„ -f 

L’accroissement u — ii„ de la fonction est projiortionnel à 
l’accroissement : de la variable; on dit dans ce cas que l’on 
interpole par parties proportionnelles. C’est le mode lrè.s- 
simple d’interpolation que l’on emploie quand , au moyen 
des tables de logarithmes , on cherche les logarithmes des 
nombres fractionnaires. Réciproquement, si l’on teut troii- 
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ver la valeur de la variable qui rend la fonction égale à une 

14 — y 

quantité donnée «, on aura ^ = ~ ^ 

Lorsque l’on conserve les deux premières différences, la 
formule d’interpolation devient 


— i) , 

U = + z^u + 

Alors la question inverse se résout au moyen d’une équation 
du second degré, dont on calculera la racine comprise entre 
O et 1 , l’autre racine étant en général très-grande à cause 
de la petitesse du coefficient de z' (1" partie, n“ 170). 

Exemples. 

1° La fonction u=logx a pour différences successives 


A*a=:log(T+2A)— alog^j^-AH-log.r— log^ alog|^i-f- 

— )• * ■ ^ 

A'«= log (x Zh) — 51 og(x -f- 2A) 3 log (x A) — log X 

-^Iog(,-f ^ )_ 31 og(i-f^j + 31 og(i+^) 

/sA" > 

= «(lT- j- 

Pour hz=i et X = 1 ooo , ou a 


A« = 0, 00004 SAajo 76863, 

A*tt= — 0,00000 00043 4A076, 
A*M= 0,00000 00000 00868. 
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« 


On voit qne les différences décroissent très-rapidement ; 
la différence seconde étant moindre que runité du Iniitième 
ordre décimal , .on peut la négliger lorsqu’on prend les 
logarithmes avec sept décimales, cfunme cela a lieu avec 
les tables de Callet, et interpoler par parties proportion- 
nelles. 

2“ Proposons-nous de calculer le logarithme de au 
moyen d’une table contenant les logarithmes des nombres 
de 1 à looo avec dix décimales. Pienant dans cette table 

les logarithmes des nombres ô,i4, 3, i5, et 

calculant les dilïérences successiv es , on formera le tableau 
suivant : 


X 

U 

A 

A* 

A* 

A‘ 

3,14 

0,49692 96481 

i 38 09007 

— 13/69 

277 

—3 

3 ,i 5 

0,49831 o 5538 

i 37 65288 

—43492 

274 


3,16 

0,49968 70826 

là" 21796 

— 43 a 18 



3,17 

o, 5 oio 5 92623 

i 36 78578 




3,18 

0,50343 71200 






On négligera donc les différences d’un ordre supérieur au 
quatrième , et l’on interpolera au moyen de la formule 


-f- 


1 .1 




, z(z— i)(i— a)(s — 3 ) _ 

+ TX3T4 


Puisque ti = 3,i4i 59 «6536 et que A = o,oi, on a 
ï = o,i 59 «6536. Substituant cette valeur de z dans la 
formule précédente et effectuant les multiplications par la 
méthode abrégée , on trouvera avec dix décimales exactes , 


log r = o.^97i4 98736. 
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APPLICATION DE LA MÉTHODE d’iNTERPOLATION DE NEWTON A 
LA REPRÉSENTATION EXACTE d’uNE FONCTION ENTIÈRE DU 
DEGRÉ m DONT ON CONNAÎT LES VALEURS* U, , U, , U, , , . . 
ttJi CORRESPONDANTES AUX VALEURS X„+ 2/1, 

x„ + mh. 

178. Cette question n’offre aucune difficulté; c’est la 
question même que l’on a résolue quand on a cherché la 
formule d’interpolation de Newton (n° 176). Au moyen des 
Valeurs données 

l 

? W| , 7^ J ) 

on formera la suite des différences 

«o> < 

on remplacera dans la formule (B) ces différences par leurs 
valeurs, et on aura la fonction entière demandée. 

On demande, par exemple, la fonction entière du troi- 
sième degré , qui admet les valeurs 5, — 8, — 9, 8 , pour les 
quatre valeurs o, 1, 2, 3 de la variable. Le tableau des dif- 
férences donne «„, = 5, Au, = — 1 3 , a’u, = 12, a’u, = 6 ; 
substituant dans la formule (B), on a la fonction cherchée 

« = 5 — i3a:-|-6x(a; — i)-fx(x — i)fa; — 2), 

ou , en ordonnant , 

« = a-’ 3a;* — 17a; -(- 5. 

- Autre exemple : Trouver la fonction entière du quatrième 
degré qui admet les valeurs i , — 1 .3, 3, 7, — 1 9 , pour les 
cinq valeurs — a, — 1, o, i , 2 de a-. On formera les diffé- 
rences 

«,= i, A«, = — 14, = aX= — 4-*» A‘u„ = a4, 
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que l'on .substituera dans la formule (B) , ce qui donne 

«= I — i4(-r + a) + -1- a)(a' + i) — 7(.r-j- a) (t -j- ‘ -r 

-j-(x-l-a)j|x-j- — »]• 

OU, en ordonnant, 

u = x‘ — 5x* — 7x’ -f- + 3. 

SI LA UIFFÉRENCE h ET LES QUANTITÉS U^, iU„, i*M„, . . . 
. . . a"«„ sont positives, X, 4- (”» — 0^ 

LIMITE SUPÉRIEURE DES RACINES POSITIVES DE l’ÉQUATIO.N 
r f{x) — 0. 

179. Imaginons que la fonction entière m=/(x) du degré 
m soit représentée par la formule (B) 



comme nous venons de l’expliquer, et supposons que toutes 
lés quantités 

« 0 . 

v' 

soient positives, la raison h de la progression étant aussi 
positive. Si l’on donne à la variable x une valeur supé- 
rieure à x„ (m — i)4, tons les facteurs binômes que 
renferme le second membre deviendront positifs; car le 
dernier 



qui est le plus petit d’entre eux , acquiert alors une valeur 
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positive; la fonction étant une somme de termes positifs, a 
nécessairement une valeur positive. Il en est de même si 
l’on donne à x la valeur -|- (m — i)/i ; car cette valeur, 
annulant le dernier facteur binôme et par conséquent le 
dernier terme, mais laissant positifs tous les autres, le 
poljTiôme sera encore une somme de fermes positifs. Ainsi, 
X croissant indéfiniment à partir de — i)h, la 

fonction couser\ e toujours une valeur positive sans devenir 
nulle; donc l’équation f{x)=o n’a pas de racine positive 
égale ou supérieure à la quantité r, -|-(m — i)/i. Cette 
quantité est une limite supérieure des racines positives de 
l’équation ; on donne en général ce nom à toute quantité 
positive plus grande que la plus grande raison positive. 

Dans l’exemple du n* 170, nous voyons que, pourar = 5, 
le polynôme a une valeur positive 8 et que les dilTérences 
correspondantes 4t» 5o, 6 sont aussi positives. En faisant 
h = i et x„= 15 dans la formule x^-\- (m — i)h, on en conclut 
que 5 est une limite supérieure des racines positives de 
l’équation 

jj’ + 3x’ — 1 7 a" -j- 5 = O. 

De môme, dans l’exemple du n° 171 , nous voyons que 
pour a: = 6 le polynôme a une valeur positive 67 , et que 
toutes les différences correspondantes sont aussi positives; 
car pour les former on n’aurait à additionner que des quan- 
tités positives. Le degré m étant ici égal à 4» on on conclut 
que 6 + 3 ou 9 est une limite supérieure des racines posi- 
tives de l’équation 

X* — 5x* — 7 x* i5x -1-3 = 0 . 
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CHAPITRE Vm. 

API'LICATIONS DE LA THÉORIE DES DIFFÉRENCES A LA 
RÉSOLLTION NIMÉRIOIE DES EQUATIONS. 


SÉPARATION DES RACINES d’onF. I^QUATION AtGÉBRIQÜE PAR 
LA SCBTITUTION I»E DIFFÉRENTS NOMBRES A l'INCONNÜE. 
— ÉTUDE SPÉCIALE DU CAS d’UNE ÉQUATION DU TROISIÈME 
DEGRÉ. — SUBSTITUTION DE NOMBRES ENTIERS PAR LE 
MOYEN DES DIFFÉRENCES. — SUBSTITUTION DE NOMBRES 
ÉQUIDISTANTS d’üN DIXIÉME ENTRE DEUX NOMBRES ENTIERS 
CONSÉCUTIFS ; DE NOMBRES ÉQUIDISTANTS d’uN CENTIÈME 
ENTRE DEUX NOMBRES ÉQUIDISTANTS D’UN DIXIÈME, ETC., 
SOIT POUR SÉPARER LES RACINES, SOIT POUR EN APPRO- 
CHER. — CES DERNIÈRES SUBSTITUTIONS S'EFFECTUENT AU 
MOYEN DE NOUVELLES DIFFÉRENCES DÉDUITES DES PRE- 
MIÈRES. — USAGE DES CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES DANS 
l’aPPUCATION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE. 

Résolution des équatiorü du troisième degré. 

180. Séparer les racines d’une équation, c’est trouver 
des intervalles dans lesquels soient comprises les diverses 
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racines réelles de l’équation, de manière qu'il n’y ait 
qu’une racine dans chaque intervalle. Pour effectuer la sé- 
paration des racines, on substitue ordinairement des nom- 
bres équidistants, et quand il s’agit d’une équation algé- 
brique, on abrège beaucoup les calculs par le moyen des 
différences. 

Reprenons l’équation du troisième degré 
J"’ -|- 3x’ — J yx -f- 5 = O. 

Le théorème de Descartes sur les variations montre que 
cette équation a une racine réelle négative , le nombre des 
racines positives étant deux ou zéro. En substituant direc- 
tement les trois nombres — i ; o, -f- 1 , et continuant le cal- 
cul par les différences, comme nous l’avons expliqué au 
n° 170, on obtient le tableau suivant : 



Le polynôme ayant des valeurs de signes contraires 
pourx=o et x=i, on en conclut qu’une première niciue 
zéelle positive est comprise entre o et i ; la seconde ra- 
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fine positive est comprise entre a et 5; la racine négative 
entre — 6 et — 5. L’équation proposée a ses trois racines 
réelles, et ces racines sont séparées. 

On a ainsi les racines à moins d’une unité près. Pour 
avoir l’une d’elles à un dixième près, on substituera des 
nombres équidistants d’un dixième dans l’interx'alle qui la 
comprend. Par exemple, pour trouver la racine comprise 
entre et 3, on substituera des nombres équidistants d’un 
dixième de a à .3. On pourrait substituer directement trois 
nombres a, a,i; a,a ; puis continuer par les différences; 
mais on évite la substitution directe des deux nombres a,i 
et a , 2 qui entraînerait à des calculs assez longs, en 
cherchant les différences successives qui se rapportent à 
a; = 2 quand la raison de la progression arithmétique de- 
vient égale à -î- et déduisant ces nouvelles différences des 
10 

premières. 

181. Nous allons expliquer une manière simple d’effec- 
tuer ce calcul pour le cas spécial du troisième degré. 

Soit f{x) un polynôme du troisième degré. On a d’abord 




Si l’on appelle <p (-c) le second membre, qui est un polynôme 
du second degré , on aura de même 


aY(x) = h'. 

a 

Or, en dérivant le polynôme <p(^) et remaripiant que f"{x) 
est une constante , on a 

?'(x)=r(x;A + ® A’, 
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substituons dam AY(ar), il vient 

AY(ic) = 4- /-»A\ 

Enfin, si l’on appelle + (x) le second membre qui est un 
polynôme du premier degré, on aura 

— 4-kx) = = ru)h\ ■ ■ 

Ainsi nous avons trouvé 

^f[x) = f'{x;h 4- /i> 4- LM . - . . ■ 

2 0 

i^^f\x) = /""(x.A’, 

La diflérence troisième est constante. La seconde expres- 
sion peut être remplacée par une autre plus simple ; car on 
a par définition 

aY(x — A) = aY(x) — aY(x — A) , 
d’où l’on déduit 

aY(x — A) = aY(x) — x‘f(x — A) = /■"(x)A*. 

11 en résulte finalement les relations suivantes : 


= r[x)h\ 

aY(x — Al = f"(x]h', 

A/-i.xj 


nx,4 + ‘ï(£lli! + ?Vîi), 


Nous remarquons que f"'(x)A’ égale Ja diflérence troi- 
sième , que /"(x)** égale la diflérence seconde antérieure , 
c’est-à-dire celle qui correspond à x — A, et que, pour trou- 
ver f'(x')h, il faut de la diflérence première retranclier la 
moitié de la diflérence seconde antérieure , et le sixième de 
la diflérence troisième. 
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^ Supposons maintenant que la raison de la progression 
arithmétique deviemie dix fois ])lus petite, c'est-à-<lire égale 

à ^ , et désignons par S les dill’érences qui corrcsjKuident à 

cette nouvelle progression ; pour trouver ces nouvelles dif- 
férences , il suflira , dans les expressions précédentes , de 

remplacer la lettre a par 3 et h par — , ce qui donne ' 




lOOO 


lOOO ’ 



La coniparaison de ces fonnulos avec les précédentes nous 
donne les régle.s suivantes : 1“ On obtient la nouvelle (lifj'é- 
rence troisième en (Jirisant par looo l’ancienne différence 
trnméme. 2“ On obtient la nouvelle différeMe seconde an- 
térieure en divisant par loo l'ancienne différence seconde 
antérieure. 3" Pour trouver la nouvelle différence première, 
de l'ancienne différence première retranchez la moitié de 
l'ancienne différence seconde antérieure et te sixième de 
ta différence troisième, divisez le résultat par lo et ajoutez-y 
la moitié de la nouvelle différence seconde antérieure et le 
sixième de la différence troisième. 

182. ExtMFLE 1. Appliquons cette méthode à l’équation ^ 
f{x) = x’ -f- 3.r* — 17 X 4- 5 = O. 

• Cette équation a une racine comprise entre o et i ; pour 
• calculer cette racine à un dixième près, nous supposerons 



Digitized by Google 


■ 2~'2 LEÇONS l>’ALGtBRE. 

que la raison de la progression arithmétique , qui était l’u- 
nité , devienne égale à , et nous formerons le tableau 
10 

suivant : 


X 

M 

A 

A* 

A» 

— ».I 



0,060 

0,006 

0,0 

5,000 

— 'j66o 

o,o6G 

0,006 

0,1 

3 , 53 1 

— i,üo 3 

0,072 

o,’oo6 

0,11 

1,728 

— i, 53 i 

0,078 


0,3 


— 1,453 



0,4 

— 1,256 





Nous supposons ici que , dans les formules de transfor- 
mation, jf=o. En divisant par looo l’ancienne différence 
troisième 6, on a la nouvelle 0,006; l’ancienue différence 
seconde antérieure 6, celle qui correspond k x = — 1 , divi- 
sée par 100, donne la nouvelle différence seconde anté- 
rieure 0,06, celle qui correspond à — 0,1. Si de l’an- 
cienne différence première — i5, on retranche 3-f- 1 = 4, 
c’est-ii-dire la moitié de la différence seconde antérieure 6 
et le sixième de la différence troisième 6, on a — 17, valeur 
de f'(o); divisant ce résultat par 10 et à — 1,7 ajoutant 
o,o5 0,001 = 0,031 , c’est-à-dire la moitié de la nouvelle 
différence seconde antérieure 0,06 et le sixième de la diffé- 
rence troisième 0,006, on a la nouvelle différence jireniière 
— 1 ,669. Avec cela on peut continuer le tableau. On voit 
que la racine est comprise entre 0,3 et o,4< 

Si l’on veut obtenir cette racine à un centième près, on 
partagera l’interxalle de o,5 à 0,4 en dix parties égales; 


la niison de la progression arithmétique, qui était de- 


t O 
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vient égale à — on déduira donc les nouvelles düTé- 
100 

rences des précédentes d’après la règle énoncée. 




À 

A* 

A* 

0,39 



780 

6 

o, 3 o 

0, 197000 

—148909 

78O 

I 

0 , 3 1 

0,048091 

— i 48 ia 3 

i 

i 

0, 3 a 

— o,iono 3 a 


1 



Les nouvelles différences renferment six chiffres déci- 
maux ; pour abréger nous les écrivons en transportant la 
virgule de six rangs vers la droite. La racine est comprise 
entre o,3i et o,3a. 

Pour avoir la racine à un millième près, on partagera 
en dix parties égales l’intervalle de o,3i à o,3a, et des 
dernières différences on déduira les nouvelles d’après le 
même procédé. ^ 




A 

A* 

A* 

o, 3 og 




7860 

6 

c 

0 

0,048091000 

— 14847769 

7866 


0,3 1 1 

o,o 33 a 43 a 3 i 

— 14839903 

787a 


o, 3 ia 

o,oi 84 o 33 a 8 

— i 4833 o 3 i 

7878 


0 , 3 1 3 

0,003571397 

— i 48 a 4 i 53 



0 , 3 1 4 

— 0,01 i 35 a 856 





La racine est comprise entre o,3i3 et o,3i4> 

183. Exemple IL Dans l’exemple précédent les racines 
ont été séparées par la substitution des nombres entiers; 

18 
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mais il n’en est pas toujours ainsi. Dans ce cas ou examine 
dans qüel intei'valle sont situées les racines qui n’ont pas 
été séparées, et l’on partage cet intervalle eu dix parties 
égales. Soit l’équation 

X* — 7X + 7 = O- 

Le tableau de substitution des nombres entiers 


- 4 

—a® 

3o 

— 18 

6 

— 3 

1 

12 

— 12 

6 

— 3 

i3 

O 

— 6 

6 

— 1 

i3 

— 6 

0 

6 

0 

m 

/ 

— 6 

6 

6 


1 

0 

12 


w- 





a 

1 

12 



3 

i3 





ne présente qu’un changement de signe, de — 3 à — 4; 
il y aune racine .négative dans cet .intervalle ; d’ailleurs, 
l’équation transformée en — x iftyant qu’uue variation , 
l’équation proposée n’admet pas d’autre racine négative. 
La condition de réalité des racines (n" l-ît)) étant ici s;itis- 
faite, il en résulte que l’équation a deux racines positives, 
mais elles ne sont pas encore sépaiéçs. Tous les nombres 
entiers iwsitifs donnent en elfet au polynôme des valeurs 
positives; on le reconnaît dès que a:=i; car lorsqu’on 
arrive à une ligne oblique composée de nombres positifs , 
les calculs suivants, consistant à iyouter les uns aux autres 
des nombres positifs, conduiront toujours à des résultats 
positifs. D'ailleurs la valeur du polynôme pour x= i, et 
les dilféreuccs correspondantes étant positives, le nombre 3 
est une limite supérieure des racines ; ainsi les deux racines 
positives sont comprises entre o et 5 et elles sont toutes les 
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tleiK sitiu^es dans le même intervalle ; il s’agit de voii' dans 
lequel. Considérons pour cela l’équation 

5a:* — 7=0 


obtenue en égalant à zéro la dérivée du premier membre 
de l’équation projiosée; nous savons (n” 158) qu’entre les 
deux racines positives de l’équation proposée, il y aune 

racine de la dérivée ; cette racine est la racine positive 



supérieure à i, mais inférieure à a. Mais l’intervalle qui 
comprend les deux racines cherchées doit comprendre 


aussi la quantité 



qui est située entre elles ; donc cet 


intervalle est celui de i à t. Afin de séparer les racines, 
nous partagerons cet intervalle en dL\ parties égales. 


0.9 



60 

6 

1,0 

1 ,000 

—56g 

Üü 

6 

>»* 

0,63 1 

■ ■ ~3oo 

79 

6 

1,9 

0,398 

93 1 

7 « 

a 

1,3 

o,o«j7 

— 153 

84 

6 

‘,4 

— o,o56 

— 6g 

90 

6 

- 1,5 

1 , 

P 

+ 

g 6 

6 


—0,104 

117 

109 

6 

g; 

0 

0 

+ 

9ig 

108 

V 

6 

1,8 

0,939 

397 

114 


‘>9 

0,55g 

‘ 441 



9,0 

1,000 





On voit que l’une des racines est comprise entre i,3 et 
1,4, l’autre entre i ,6 et 1 , 7 . 

• Voici le calcul de ces deux racines à un centième près : 
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G »9 ■ 



780 

1 

1 

i, 5 o 

0,097000 

—18909 

786 

1 

i, 3 i 

0,078091 

— i 8 ia 3 

79a 

6 1 

i, 3 a 

0,059968 

— 17331 

798 

6 ; 

1,33 

0,042637 

— 16533 

804 

6 

1,34 

o,oa6io4 

—15729 

810 


1,35 

0,010375 

— ‘ 49*9 


1 

1,36 

— 0,004544 



i 


La première racine est comprise entre i ,55 et i, 36 . 

Comme la seconde racine est beaucoup plus près de i ,7 
que de 1 ,6, parce que la première valeur donne au polynôme 
une valeur absolue beaucoup plus petite que la seconde; 
on abrégera les calculs en partant de 1,7 et rétrogradant 


>,69 

— 0,003191 

16191 

1020 

6 

1,70 

-|-o,oi 3 ooo 

1721 I 




La seconde racine est comprise entre \ ,69 et 1 ,70. 
18 A. Exemple III. Considérons encore l'équation 

/■(x) = 2:*-l- — loax -f- >8i = O. 

Substituons d’abord les nombres entiers : 


1 

ag 3 

— 1 la 

22 

6 

0 

181 

— 90 

28 

6 

1 

9 ‘ 

— % 6 a 

34 

6 

2 

29 

— 28 

40 

6 

3 

• 1 

-f- 12 

46 

; 

4 

i 3 

58 


' 

5 

7 » 





» L’équation transformée en — ,t n’ayant qu’une variation, 
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l'équation proposée a une racine négative et une seule; 
en prolongeant le tableau vers le haut, on verrait qu’elle 
est comprise entre — 1 7 et — 18. Les deux autres racines 
seront réelles positives , ou imaginaires. Les nombres en- 
tiers positifs donnent tous des résultats positifs ; car dès 
X = 5 , on n’a que des nombres positifs à ajouter. Ainsi 
les deux racines positives, si elles existent, seront com- 
prises dans le même intervalle. Pour reconnaître cet inter- 
valle , on examinera les racines de l’équation 

/'(x) = 3x* -j- aax — loa = 0 , 

qui sont réelles , l’une positive , l’autre négative. La racine 
positive x* = — ^ _ 5 devant être com- 

ô 

•prise entre les deux racines positives de l’équation pro- 
posée, on en conclut que, si l’équation proposée admet 
des racines positives , elles seront comprises entre 5 et 4 - 
Partageons cet intervalle en dix parties égales : 


»>9 



0 

0 

6 

3,0 

1,000 

— 0,699 

406 

6 

3 ,. 

o, 3 oi 

— 0,293 

4ia 


3,2 

0,008 

+ 0,119 



3,3 

0,127 





11 est inutile de prolonger le tableau; car, arrivé à 5 , a, 
on n’a que des nombres positifs à ajouter ; ainsi il n’y a 
pas de changement de signe , et les deux racines sont en- 
core renfermées dans le même intervalle. D’après la valeur 
de x' cet intei’valle est celui de 5 , a à 5,3 ; nous le parta- 
gerons en dix parties égales : 
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5,19 



4120 

6 

5,20 

-f 0,008000 

— 6739 

4126 

6 

3,91 

-|-o,ooi26i 

• — 2613 

4 i 3 a 


3,29 

— o,ooi352 

-flSlQ 



3,23 

-|- 0,000167 





U existe effectivement deux racines réelles positives, l’une 
comprise entre 5, ai et 3,a2, l’autre entre 3,29 et 3,23. 


185 . Remarque. Des considérations géométriques aident 
souvent à discerner l’intervalle dans lequel sont comprises 
les racines , lorsqu’elles ne sont pas séparées. 

Reprenons l’équation x’ — 7x+7 = o. Constniisons les 

ordonnées correspondant 
aux valeurs entières de la 
variable , et traçons une 
courbe par les points ainsi 
obtenus. La dérivée f{x) 
étant du second degré ne 
peut s’annuler que deux 
fois et la courbe ne pré- 
sentera qu’un maximum et 
un minimum. Le maxi- 
mum a lieu entre E et F. 
Le minimum devra être si- 
tué nécessairement entre 
les points B et G ; donc c’est 
dans cet inter\ aile que se- 
rout comprises les deux ra- 
■ cines réelles positives. 

L’emploi de la courbe ne réussit pas aussi bien pour l’é- 
(juation 

r* I ix’ — I02X 4- i8i = O. 
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Si l’on trace la courbe, on voit que le minimum a lieu 
entre a et 3 ou entre 3 et 4 1 probablement entre 3 et 4 J 
mais cependant*on no peut le décider d’une manière cer- 
taine. Il faut alors recourir aux racinesde l’ équation /'(j-)=o, 
qui , dans tous les cas, permettront de décider immédiate- 
ment la question 

186, Ex£MPI.£ IV. Soit l’équation 

f{x) —X* — ax‘ -j- 5x — 7 = 0 . 

La substitution des nombres entiers ne donne qu’mi chan- 
gement do signe de i à a. L’équation 

f'(x) — 3x* — 4^ -J- 5 = O 

ayant ses racines imaginaires, l’équation proposée n’a qu’une 
racine réelle, et elle est comprise entre i et a. 

Exemple V. L’équation 

f[x) = x* — 4^ -f- 5x — 7 = 0 

n’a pas de racine négative ; la substitution des nombres en- 
tiers positifs ne donne qu’un changement de signe, de 3 à 4< 
L’équation 

f'[x) = Zx* — 8x-l-5 = o 
5 . 

a ses racines réelles i j* Si l’équaüon [proposée avait ses 

trois racines réelles, la plus petite racine i de la dérivée 

dexTait donner un résultat positif, la plus grande ^ un 

résultat négatif; la valeur du polynôme pour x= i étant 
négative, on en conclut que l’équation proposée n’a qu’une 
racine réelle , et cette racine est comprise entre 5 et 4- 
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Hxemele VI. La substitution des iiooibres entiers dans le 
premier membre de l’équation 

f{x) = 8a;’ — 1 aa:’ 3x — i = o 


ne donne qu’un changement de signe, de i à a. L’équation 

f'{x) = O a ses deux racines, a/ x" = — 

' 4 4 


réelles et comprises entre o et i . Il faudrait substituer par 
dixièmes dans cet inten alle ; si le nouveau tableau ne pré- 
sente pas de changement de signe il faudrait substituer par 
centièmes dans l’intervalle qui comprend x', et ainsi de 
suite. Mais on s’expose ainsi à faire une longue suite de 
calculs inutiles , si l’on n’arrive pas à un changement de 
signe , et après lesquels il serait impossible de rien con- 
clure. 11 vaut mieux simplifier d’abord l’équation , en faisant 
disparaître le terme du second degré, . et y appliquer le 
caractère de réalité des racines. Pour opérer cette simpli- 


fication, on remplacera x par æ + ^ ; l’équation devient 



La condition de réalité n’est pas satisfaite; ainsi l’équation 
proposée n’a qu’une racine réelle. 


Équations d’un degré quelconque. 


187. La méthode, dont nous venons de faire usage pour 
calculer avec une approximation plus ou moins grande les 
racines d’une équation du troisième degré , s’applique aux 
équations d’un degré quelconque. Après avoir substitué 
les nombres entiers, on partagera en dix parties égales 
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le» intervalles dans lesquels se trouvent les racines, puis 6n 
dix parties égales les nouveaux intervalles, et ainsi de suite. 

Nous allons établir les formules générales au moyen 
desquelles on peut des anciennes différences déduire les 
nouvelles. Soient A et h' les racines des deux progressions 

arithmétiques , k leur rapport ^ ; nous désignons par a les 

différences qui se rapportent à la première raison k , par 8 
celles qui se rapportent à la nouvelle raison h', La fonction 
entière du degré m peut être con.sidérée comme déterminée , 
soit par les valeurs qui correspondent à m -{- i termes 

^0* . » -P» + mh 

de la première progression, -soit par celles qui correspon* 
dent à m 1 termes 

“i”o» ■*^0 + -^0 + > -r, 4- mA' 

de la seconde; elle sera donc représentée par l’une ou 
l’autre des deux formules 

U 


U 


Si 1 on pose pour abréger — =z, d ou — 
ces deux formules deviennent 


+ 



h h / » .a m 

, X — X„, , X — X„(X — X^ _\«X 

— '■‘><0+ ) ,.a 



' A \ fl' / i.a m 
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A*m 

« = M, 4- ZA«, -f z(z — l) — ^ , 
. + *(* — *) (* — »« + >) 


A 


1.3 m 


+ - 

+ ï(i— ) (î-” + '): 


3 m 


Ces deux expressions représentant le même polynôme, 
si on les ordonne par rapport aux puissances de la variable 
Z, les coefficients des uiônies puissances de z doivent être 
égaux de part et d’autre ; en égalant ces coefficients, on ob- 
tiendra des relations entre les anciennes différences et les 
nouvelles, qui permettront de calculer ces dernières au 
moyen des premières. 

188. Supposons , par exemple , qu’il s’agisse d'une équa- 
tion du quatrième degré; les formules (i) et (a) se rédui- 
sent à 


!« = u„-1-zA«,-1-z(z— i)^ -f-z(z— i)(z— a) 


L’identification donne les relations 
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8» _8» J_ IL = 4 * f A* — A> 4 - — A‘ V 

la \ >3 / 

8 ^ ' S» 8‘ __ /A A» ^ A'\ 

1 a 3 4 a "^3 4 / 

Ces équations sont du prenûer degré ; la première don- 
nera S‘, la seconde S*, etc. 

189. Exemple VII. Appliquons à l’équation du quatrième 
degré 

ar‘ — 5 j?’ — 71 ’ i5x -t- 3 = O. 


Le tableau de substitution des nombres entiers 




A 

— a 

1 

— 14 

— I 

^ i3 

+ >6 

0 

+ 3 

+ 4 

1 

+ 7 

— a6 

a 

— »9 

— 5o 

3 

— 69 

- 44 

4 

— 1 13 

+ «6 

•5 

— 97 

+.54 

6 

+ 57 

i 3p4 


A’ 

A* 

^ A‘ 

5 o 

— 4 a 

a 4 

— la 

— 18 

34 

— 3 o 

6 

a 4 

— a 4 

3 o 

a 4 

6 

54 

34 

60 

78 

1 

24 

i 38 

1 

103 

24 

340 

126 

24 

36 C 

i 5 o 

24 


montre que l’équation a deux racines positives : une entre 
1 et 2 , une autre entre 5 et 6 ; comme elle ne présente que 
deux variations, elle n’apa.s d’autre racine positive. 

Pour obtenir ces deux racines à moins d’un dixième, 
nous partagerons chacun des deux intervalles en dix par- 
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* 

lies égales , et nous calculerons les nouvelles difl’érences au 
moyen des formules précédentes 



i 

1 

1 

A 

a* 

1 

[ A» 

El 

1 



7,0000 

— 1,1609 

— 3 346 

— a4 





5,8391 

— 1,4855 

— 3 a-o 

0 

24 




4,3536 

— 1,8 ia 5 

— 3370 

a 4 




1,3 

a, 54 11 

— 3,1395 

— 3346 





>,4 

0,4016 

— 3,4641 






J, 5 

— a,o 6 a 5 



1 




La première racine est comprise entre i ,i^ et i ,5. 

La seconde étant plus près de 6 que de 5 , nous effectue- 
rons le calcul en remontant. 



5,7 

— i 9 ,a 949 

19,9045 

3,1.570 ! 

1 104 

34 



5,8 

10,6096 

23 ,o 6 i 5 

3,2674 

1 138 

34 



5,9 

33,671 1 

«4,3389 

3,3803 

1 i 5 a 

a 4 ‘- 



6,0 

57,0000 

36,7091 

3,4954 

1 176 

34- 




A 

A* 

A* 

A* 

A‘ 



Cette seconde racine est comprise entre 6,7 et 5,8. 

L’équation proposée a d'ailleurs deux racines négatives : 
une comprise entre 0 et — 1 , l’autre entre — 1 et. — a. On 
les calculerait de la même manière. 

190, Exemple VIII. Appliquons encore à l’équation du 
quatrième degré 

f(x) — Sx* — 4»*’ + Sjx* -t- t\ox -f 49 = 0. 

La transformée en — x n’ayant pas de variation , l’équa- 
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tion n’a pas de racine négative ; elle peut avoir o, ou a, ou 
4 racines positives. La substitution des nombres entiers po- 
sitifs 





A 

4 * 

4 * 

4 ‘ 



— 1 

>94 

—145 

i 3 o 

-144 

19a 



0 

49 

— i 5 

— >4 

- 48 

19a 



1 

34 

— »9 

34 

' a 4 o 

19a 



3 

5 

5 

*74 

43 a 

19a 



3 

10 







ne présente pas de variation. L’équation 


f[x) = — 1 aoa;’ -f- 1 1 4^r — 4® = o 


n’a qu’une racine réelle, et elle est comprise entre a et 3 . 
On en conclut que l’équation proposée ne pourra avoir au 
plus que deux racines réelles positives et , si elles existent , 
elles seront comprises entre a et 5 . On partagera donc cet 
intervalle en dix parties égales. 




4 

4 * 

4 * 

4* 

a,o 

5,0000 

— 3,485a 

335a 

1728 

19a 

a.» 

i,5i48 

— 3,i5oo 

5o8o 

‘ 9*0 

192 

a, a 

— 1,635a 

— 3,6430 

7000 

3113 

19a 

a, 3 

— 4,a77a 

— « . 94*0 

911a 

a3o4 

193 

a, 4 

— 6,aiQa 

— 1 ,o3o8 

1,14 >6 

3496 

19a 

a, 5 

— 7,a5oo 

0,1108 

1,391a 

3688 

19a 

a, 6 

— 7,139a 

i,5oao 

1,6600 

2880 

19a 

a, 7 

— 5,037a 

3, i6ao 

1.9480 

307 a 


a, 8 

— a, 475a 

5,1100 

i,a55a 



a, 9 

a. 6348 

7,365a 


9 


3,0 

in.oorto 
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Ainsi l’équation a deux racines réelles positives, comprises, 
l'une entre 2,1 et 2,2, l'autie entre 2,8 et 2,9. 

RECHERCHE DES RACINES d'uNE ÉQUATION TRANSCENDANTE. 
lorsqu’on A SUBSTITUÉ DES NOMBRES ÉQUIDISTANTS ET ASSEZ 
VOISINS POUR QUE LES DIFFÉRENCES DES RÉSULTATS PUISSENT 
ÊTRE CONSIDÉRÉS COMME ÉGALES A PARTIR o’UN CERTAIN 
ORDRE, ON CONTINUE l’oPÉRATION COMME S’jL s’ AGISSAIT 
d’une équation ALGÉBRIQUE. 

191 . Exemple IX. Soit l’équation 
lo* = aâ7x. 

Si l’on prend les logarithmes vulgaires des deux mem- 
- bres, cette équation devient 

/■(a-)=x — (log 0:4- 105267) =*—(logx-t- 4,40993312)= O. 

Substituons d’abord à la variable x les nombres entiers o, 
1 ,2 , 3 ,. . . , en nous bornant à reconnaîü'e le signe de f(x) sans 
faire de calcul. Poura! = o, log ,r= — ao ; donc f{x) = -)- « . 
Pour ai:=i, log 1 = o, /"(i) < o. Ainsi il y a une pre- 
mière racine comprise entre o et 1 , Pour a: = 2 , la paren- 
thèse étant supérieure à 2 , on aura encore évidemment 
/■(2)< 0. Si l’on ajoute le logarithme de 3 , qui est 0,477, 
nombre constant 2,409, on voit de suite que l’on aura un 
résultat plus petit que 3 ; donc f{ô)>o. Ainsi il y a une 
seconde racine entre 2 et 5 . L’équation proposée n’a pas 
d’autre racine réelle , car l’équation 

/'(x)=i— - = o 
ar 

n’a qu’une racine x= 1. 
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Proposons de calculer la racine comprise entre a el â, 
d’abord à un dixième. On substituera à x les valeurs suc- 
cessives 2,1 ; 2,2 Mais on [leut diminuer beaucoup le 

nombre des substitutions. Le logarithme de 2,1 est 0,022 ; 
ajouté k 2,4 o < j , il donne 2,75; il en résulte que x = 2,7 
donnera encore un résultat négatif. Il suffit de lire les deux 
premiers chilfres des logarithmes de 2,8 et de 2,9 pour 
voir que x = 2,8 donnera un résultat négatif, 2,9 un ré- 
sultat positif. Ainsi la racine est comprise entre 2,8 et 2,9. 

Cherchons-la maintenant à. un centième. Le logarithme 
de 2,81 ajouté à 2,409 donne 2,85; il en résulte que 2,85 
donnera encore un résultat négatif. Essayons 2,86; le lo- 
garitlime de 2,86 ajouté à 2,409, donne 2,806; le résultat 
est négatif. Le logarithme de 2,87 ajouté à 2,409 donne 
2,867; le résultat est positif. Ainsi la racine est comprise 
entre 2,86 et 2,87. 

Calculons -la à un millième. Le logarithme de 2,861 
ajouté à 2,4099 donne 2,866 ; on en conclut que 2,86 donne 
encore un résultat négatif. On essayera 2,867 et 2,868; le 
premier donne un résultat négatif,^ le second un résultat 
positif. Ainsi la racine est comprise entre 2,867 et 2,868. 
On continuerait de la même manière avec une égale fa- 
cilité. 


ou 


lb2. Exëupi.e X. Résoudre l’équation 

c* = 1 0 X , 

X — (Lx H- L 1 o) = X — (Lx -(- 2,3o258 ) = o. 


On se servira de la table des logarithmes népériens ou 
hyperboliques qui, dans les tables de Gallet, suit la table 
des logarithmes vulgaires. En substituant les nombres en- 
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tiers, 011 reconnaît, comme dans l’exemple précédent, que 
l’équation a deux racines réelles , et comprises , l’une entre 
O et 1, l’autre entre 3 et 4. 

Proposons-nous de calculer cette dernière à un dixième 


près. Si l’on pose x = —, l’équation devient 


ar' — 1 oLar' = o , 

et la question revient à calculer à une unité près la racine 
de cette dernière équation comprise entre 3o et 4o. En 
suivant des yeux la table des logarithmes hyperboliques 
de 3o à 4» et déplaçant par la pensée la virgule d’un rang 
vers la droite , on voit que le résultat reste négatif jus- 
qu’à x' = 35, et qu’il devient positif pour æ' = 36. Donc la 
racine est comprise entre 3,5 et 3,6. 

xf 

Pour la calculer à un centième près , on posera x’ = 
l’équation devient 


xf' looLio — iooLj?"= x" -|- 33 o,a 58 — lOoLa:" = o , 

et l’on essayeraentre 35oet36o. Comme 1 ooL35 1 =586,078, 
on voit que le résultat sera encore négatif pour x = 355. 
Puisque iooL356 = 587,49, le résultat sera encore négatif 
pour j:= 357. Mais jr = 358 donne un résultat positif. 
Donc la racine est comprise entre 3,57 3,58. 

193. Exemple XI. Soit l’équation 


e* — = ax 


que l’on a à résoudre dans le problème de la chaînette , 
c’est-à-dire lorsque l’on cherche la forme d’équilibre 
d’une chaîne pesante. Prenons 0=12,54. 
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.Si l’on pose ij = e^, z — l’équation s’écrit 

u = y — î — ia,54XJ’ = o, 

et l’on calculera y et z par les formules 

log y = jrlog e 0,45429^48 Xi", 
log Z =i= — log y. 

Un remarque que loge est le module M des logarithmes 
vulgaires. 

L’équation est vérifiée par jt=o; mais elle admet, en 
outre, une racine positive que nous nous proposons de déter- 
miner. La valeur 1 donne évidemment un résultat né- 
gatif. Pour Æ = 2, on a y < fj, et par conséquent u < 0. Si 
l’on fait le calcul pour les nombres suivants , oîi trouve 

X — ' 5 , y — io , U = — 27 , 

X =4, ÿ = 55, « = -f- 5. 

La racine est comprise entre 5 et 4» et elle est beaucoup 
plus prés de 4 qne de 3. Dans ces premiers calculs, on peut 
négliger z et les décimales. 

Essayons en rétrogradant : 

J‘ = 3,9> y = 49>4o2, z= 0,020, U — 0,476 
jî = 3, 8, y 44, 701, 1 = 2,022, « = — 2,975. 

La racine est comprise entre 3,8 et 5,9, et elle est beaucoup 
plus près de 3,9 que de 3,8. On partagera de même cet 
intervalle en dix parties égales : 

a- = 3,89, y = 48,gi09, 1 = 0,0204, » =0,1089, 
a:=3,88, y = 48,424a, 1 = 0,0297, «=0,2416. 

La racine est comprise entre 3.88 et 3,89. ' . 

■ . ’ ' , ly 
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Partageons cet inten aile en (lût parties égales et essayons 
encore en rétrogradant : 

x = 3,88ij, y = 48,8Gaoo, 2=o,oao4/,- u= 0,07347a 

X — 3,888, y — liHjSi'jiü, ;= 0,02047, h— 0,00715 

x= 5,887, ÿ = 48,76457, ï = o,oao5i, 11= 0.00086 

x=5,88ü, ÿ = 48, 71557, ;=o,o2û55, u = — o,o554o. 

Poui’ eircctuei' rapidement les calculs , il faut avoir soin 
de constinire d’avance des tables contenant les produits’ du 
module Met du nombre ia,54])arles neuf premiers nom- 
bres. La racine est comprise entre 5,886 et 0,887. 

Si l’on prend les dillérences des valeurs de la fonction, 
on voit que les dillérences secondes sont constantes. 


X 

U 

|M 

B 

5,886 

— o,o 354 o 

36a6 

5 

5,887 

0,00086 

5629 

5 - 

3,888 

0,0071 J 

565a 


5,8S(j 

0,07547 




Ainsi on pourra continuer le calcul comme s’il s’agissait 
d’une équation du second degré; mais nous reviendrons 
jilus taril H cette question. 

19/i. Hxemcle XII. La détermination du mouvement d’une 
planète ou d’une comète autour du soleil se ramène à la 
résolution de l’équation 

V • ' - _ 

« — e8inf/=:î, 

flans l.'irpielle la letti-e î désigne un angle donné, u un 
angle cherché, e l’excentricité de l’orbite divisée par nin 1". 
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Quand ou obtient cette équation, ü et u désignent des 
longueurs d’arcs, e l’excentricité : on la transforme en 
changeant les arcs en angles. Soit x le nouibre qui mesure 
la longueur d’un arc, le rayon étant pris pour unité; on 
sait que, dans la construction des tiibles trigonouiétriques , 
la longueur de l'arc d’une seconde a été prise pour le sinus 

de l’angle d’une seconde; le quotient exprimera donc 

combien l’angle qui correspotid à l’arc x contient de fois 
l’angle d’une seconde. .Vinsi, pour transfonner un arc eu 
angle, l’angle de i" étant piis pour unité, il sulFit de le di- 
viser par .sin i". Si donc on divise par sin i" tous les termes 
de l’équation 

Il — e sin 1/ = ç , 

on obtient l’équation 

M e Ç 

: ;; sm u — 

9111 1 9111 1 9111 I 

Quand il s’agit des planètes dont les orbites ont, en gé- 
néral, des excentricités très-petites, on peut résoudre 
l’équation par la méthode des approximations successives. 
Écrivons, en eiïet, l’éipialion sous la forme 

e .= ï e siii U. 

En négligeant le second terme du second membre, on a une 
pi-cmière valeur ajiprocliée 



Substituant cette valeur dans le second membre, on a une 
seconde valeur 

«,= ï "H esin !U 

plus approchée que la première. Substituant cette seconde 
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valeur approchée dans le second inenibre, on a une troisième 
valeur encore plus approchée 

ï -}■ e siii w, , 

et ainsi de suite. 

Prenons î = 62°28'54",6 et l’excentricité 0,01679226 de 
l’orbite terrestre. On cherche d’abord 


loge 


log 0.01679226 
log siii 1" 


3,5395343, 


qui servira dans tout le cours du calcul. Calculons par loga- 
rithmes la première correction e sin ? : 

log e = 3,5395343 
logsinÇ= 1,947857a 

3,4873915 

e sin ï = o'Si' 1 1",8; u^= 63“ao'6",4. 

Calculons de même la seconde correction e sin «, — e sin Ç : 

loge= 3,5395343 
logsinw, = T,95 ii 658 ' 

logo"5i'35'',3... = 3,4907001 
e sin «, • — e sin Ç = a3'',6 ; «, = 63°ao'29",9. 

Calculons ensuite la troisième correction e sin u, — «sin u,: 

loge= 3,5395343 
logsinn, = 7,9511906 

log 0” 5i' 35", 5 ... ■= 3,4907249 
esin«, — esin«, =o",a; w, = 63'’ao' 3o", i . 

On voit que les corrections deviennent de plus en plus 
petites ; la correction suivante n’aurait pas d’influence sur 
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les dixièmes de seconde. Le calcul se fait très-rapidement , 
parce qu’on se sert toujours de la même partie des tables. 

AYANT OBTENU , AVEC UN CERTAIN DEGRÉ d’aPPROXIMATION , 
UNE RACINE d’uNE ÉQUATION AUJÉRRIQUE OU TRANSCEN- 
DANTE , EN APPROCHER DAVANTAGE PAR LA MÉTHODE DE 
NEWTON. — USAGE DES CXINSTRUCTIONS GRAPHIQUES POUR 
I.' APPLICATION DE CETTE MÉTHODE. 

Méthode par iolerpotation. 

lt)5. Quand on a obteuu une racine d’une équation avec 
un certain degré d’approximation , on peut en déduire aisé- 
ment une valeur beaucoup plus approchée. La méthode la 
plus simple est celle d'interpolation. Soit u = f{x) le pre- 
mier membre de l’équation ; on a trouvé deux valeurs et 
h qui comprennent une racine. Reprenons la for- 
mule (G) du n“ 177 

Z , 2I Z — 1 ) , , 

“ = H — i «0 4- 

obtenue en posant — s = s. Nous cherchons la valeur 

de X ou de 2 qui annule la fonction ; nous aurons donc 
pour déterminer z l’équation 

(1) O = «„ -f zam„ a‘u„ + 

que l’on résoudra par approximations successives. En effet, 
la rsûson h étant très-petite , les différences successives di- 
minuent très-rapidement; si l’on néglige les différences 
d’un ordre supérieur au premier, l’équation se réduit à 

+ = .J.. ' 
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d’où l’on déduit la valeur approchée 



L’équation (i) étant mise sous la forme 



si l’on remplace dans la parenthèse z par la valeur ap- 
prochée que nous venons de trouver, on obtiendra une 
seconde valeur plus approchée que la précédente , et ainsi 
de suite. 

Méthode de Newton. 

196. Posons j: = X, - 1 - a , O étant plus petit que h , et »lé- 
veloppoQS /"(x, -f o) suivant la loi connue , 

fi^o + “) = fi^^) + f (•^o) 7 + ri-r.o) ^ 4- ; 

nous aurons pour déterminer l’inconnue a l'équation 

(2) O = /•(xJ 4- f{x„)<i 4- + 

L’inconnue a étant une quantité très-petite , on pourra 
négliger les puissances suj)érieures à la première , ce qui 
réduit l’équation .'i 

/‘(^o)4-'“/"(a^o) = ‘>; 
on en déduit la valeur approximative 

n-rS 
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On peut écrire l’équation («) sous la forme 








a.3/’(x„) 


Les termes de la parentlièsc étant très-petits à partir du 
second , l’erreur cominisi* est à peu prés égale à a’, 

. f" f.r ) 

la quantité , est ordinaireinent plus petite que l’unité 

et par conséquent l'erreur commise moindre f[ue a*. Ainsi 
l’application do cette méthode double en général le nombre 
des cliiiïres décimaux exacts; par exemple, si h est moindre 
que 0,00 1, l’erreur commise sera en général moindre que 
0,000001 ; on connaissait la racine avec trois cbilTres déci- 
maux exacts ; on l’a maintenant avec six cliidres décimaux. 
On peut répéter l’opération plusieurs fois, en se servant de 
la valeur donnée par une [ireinièrc opération pour en tlé- 
duirc une valeur encore plus apiirocbée , etc. 


Emploi simullani’ des deux méthodes. 

lt> 7 . 11 est tiés-avautagenx d’employer simultanément 
les deux méthodes, de manière à ce que l’une donne un 
résultat troj) petit, l’autre un résultat trop grand ; la valeur 
exacte de la racine étant alors comprise entre les deux , on 
sait au juste l’approxiniation sur laquelle on peut compter. 

Représentons par di-ux onloiiiiées AC et RI) les valeurs de 
.signes contraires du polynérne ])our x = x^ et x = x^ h, 
et traçons la courbe, du point C au point D. Cette courbe 
coupe Taxe OX en un point M qu’il s’agit de tléterminer. 
Nous allons faire voir que la méthwle d’interpolation par 
parties proportionnelles consiste h remplacer l’arc de 
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courbe CMÜ j>ar la corde CD ; tandis que la méthode de 

Newton revient à me- 
ner la tangente CQ au 
point G. 

' En effet, par le point 
D traçons une parallèle 
DE à l’axe OX ; on a 
Au,, = BD + AC = CE ; les triangles semblables ACP, CED, 
donnent 

^_CA . 

AB ~ cl ’ 

d’où 

z = — = ' 

h Al/,,’ 

\P 

Car, la quantité -j- est ce que nous avons appelé 

h 

D’autre part, on sait que la tangente trigonométriipie 
de l’angle que fait la tangente à la courbe avec l’axe 0\ 
est égale à Le triangle rectangle CAQ donne 


AQ = AC. cot CQA = 


AC 

tangCQA’ 


on a donc 


A-»-.) 

Si nous appelons V le rapport ^ , nous aurons 


AQ 




Ceci revient à jnendre pour unité l'intervalle h. 

On voit sur la figure que le point M est situé entre les deux 
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jMiints P et Q , et par conséqueat (pie la vraie valeur OM «le 
la racine est comprise entre les deux valeurs approchées 
OP et 0(). Kn d’autres termes l’iine des corrections est trop 
grande , l’autre trop petite. 

198. Appliquons à l’équation du troisième degré 


4‘ J-r’ — 1 7 JT + 5 = O 

dont nous avons calculé la plus petite racine positive à uu 
millième près (n° 182). Supposons d’abord que nous n’ayous 
pas été plus loin que les dixièmes par les dilTérences ; nous 
aurons les deux corrections 


■ = 

1,453 

'.493 


0 , 1 355, 
U, i3 19, 


Nous remarquons que, lorsqu’il s’agit d’une équation du 
troisième degré, le second divi.seur se «h'-duit très- 

facilement du tableau des dilTérences , comme nous l’avons 
fait remartpier au n” 181 ; de la différence première — i ,453, 
il suffit de retrancher la moitié de la différence seconde 
antérieure 0,078 et le sixième de la différence troisième 
0 , 006 . Nous avons ainsi deux valeurs approchées z et 
la première par excès , la seconde par défaut ; si l’on prend 
la moyenne 



il est aisé de voir que l’erreur commise est moindre que la 
demi-différence 

^ = 0,0018 
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En effet , si on appelle Z la valeur exacte de la correction , 
E et e' les erreurs ; on a - 


z=Z+e, 
z' = Z — e'; 


d’où 


a a 


Z — s'_c4-e' 
a a 


Ainsi la différence entre la vraie valeur Z et la moyenne 

- I Z 4- z' 

" est moindre que - — ^ . Nous adopterons ainsi la va- 

leur 

Z = O, i3 


approcliée par défaut. Dans le calcul précédent, nous avons 
pris le dixième pour unité ; la correction est donc o,oi5 et 
nous avons la première racine o,3i.ô avec trois cliiffres 
décimaux exacts, par défaut. 

Nous avons pou.s.sé le calcul de cette première racine 
jusqu'aux millièmes par les différences. Si l’on applique 
alors les deux modes de correction , on trouve 


on prendra 


3571297 
1482 il 55 

3 .) 7 1297 

14828093 


0,24097 

0,24085 


Z = 0,2409, 


ce qui donne laracine o,3 1 3a4o9 avec sept décimales exactes. 

lot). Nous avons sujiposé dans ce qui précède que est 
une valeur tle la racine approchée par défaut : les mêmes 
raisonnemeiiLs et les mêmes formules s’appliquent au cas 
où elle est approchée par excès; il suffit de rendre h néga- 
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tive. Pour elFectuer la correction , on partira de la valeur 
que l’on présume être la plus approchée. 

Appliquons à l'équation du troisième degré 

x’ — 7x + 7 = o, 


dont nous avons calculé les deux racines positives à un 
centième près (n° 183). l’otir la |)remière, nous partirons de 
la limite supérieure i ,5f> faisant h — — o,oi ; nous aurons 


4514 

> 4 n '9 

4544 

i45ia 


= — o, 3 o 3 

= — o, 3 i 3 


nn prendra Z = — o,3i, ce qui donne la première racine 
1,3569 avec quatre chiffres ilécimaux exacts. Pour la 
seconde , on partira au contraire de la limite inférieure 
1,69. 

Appliquons k l’équation du quatrième degré 
x‘ — 5x’ — 7x* -)- 1 5x 3 = O , 


dont nous avons calculé les racines positives à un dixième 
près (n° 189). Pour la première , nous partirons de la limite 
inférieure 1,4. 


Z 


z' 


0,4016 
a, 4641 
0,4016 
a, 3 oa 4 


= o,i 63 

= 0,174 


Z=-o,i7, x= 1,417- 


200. Nous avons calculé la racine de l’équation transi 
cendante 


c* — — ia,54^ = O 
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à un millième près (n° 193) , et nous avons trouvé qu’elle 
est comprise entre 5,886 et 3,887, mais plus rapprochée 
de ce dernier nombre que du premier. Nous avons vm que 
la différence seconde est constante au degré d’approxima- 
tion où l’on peut aller avec les tables ordinaires de loga- 
rithmes. On auia donc, pour effectuer la correction, l’équa- 
tion du second degré 


O = ^ , 

a 

d’où 

«0 2(z— 

au„ a = 

Une première valeur approchée de s est 


3540 
36 a6 


= 0,97628 


La correction — — ^ est moindi e que ^ ; ainsi on 

2 Au» 10* 


aura la racine avec sept décimales exactes 


X = 3,8869763. 


Exercices : 


Question I. , Partager un hémisphère en deux parties 
égales par un plan parallèle à la base de l’hémisphère. On 
calculera l’inconnue à moins d’un millième en prenant le 
rayon de la sphère pour unité. 

Question II. Déterminer les dimensions d’un cylindre 
circulaire droit dont on connaît la surface totale et le vo- 
lume. — On fera une application numérique. 

Question 111. Déterminer les arêtes d’un parallélipipède 
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rectangle , connaissant la diagonale , la surface totale et le 
volume. 

Question IV. Déterminer les côtés d’un triangle rec- 
tangle f connaissant la somme des deux côtés de l’angle 
droit , et le volume qu’engendre le triangle en tournant 
autour de l’hypoténuse. 

Question V. Calculer à moins d’un millième près la plus 
petite racine positive de l’équation x tangx = i. 

Question VI. On a trouvé , pour l’écoulement des eaux 
dans les tuyaux de conduite , la formule empirique 

Q = ai,o45v^D'_/ — o.oipdD', 

dans laquelle D reinésente le diamètre du tuyau en mètre , 
j la pente par mètre , la dépense par .seconde en mètres 
cubes. Calculer le diamètre qu'il faut donner à un tuyau 
pour que sous une pente donnée il fournisse une quantité 
d’eau déterminée. — On emploiera la méthode des approxi- 
mations successives à cause de la petitesse du second coef- 
ficient. 
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CHAPITRE IX. 

• 

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES 
EN FRACTIONS SIMPLES. 


TOUTE FRACTION RATIONNELLE EST DÉCOMPOSABLE EN 

UNE PARTIE ENTIÈRE ET EN OIVERSES FRACTIONS SIMPLES. 
— LA DÉCOMPOSITION NE PEUT SE KAIRE OLE d’UNE SEULE 

MANIÈRE. MOYENS DE l’EFFECTUER QUAND ON CONNAÎT 

LES FACTEURS BINOMES QUI DIMSENT LE DÉNOMINATEUR f{x). 

201, On appelle fraction rationnelle une fraction algé- 
brique dont les dou.v termes sont des polynômes entier.s 

F(j) 

d’une même lettre t. Soit une traction de cette tonne. 

A-f) 

Nous pouvons toujours supposer cette fraction irréductible; 
car, si les deux polynômes avaient des facteurs binômes com- 
muns , on les sujipriinerait. Lorsque le numérateur sera 
d’un degré plus élevé (pie le dénominateur, on efl'ectuera 
la division en ordonnant par rajiport aux })uis.sances dé- 
croissantes de X , ce qui donnera un quotient entier et une 
fraction ayant son numérateur d’uu degré moins élevé que 
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Je dénominateur. Laiswint de côté cette partie entière, nous 

F(j-) 

avons à considérer une fraction irréductible , dont le 

f{^) 

numérateur est d’un degré moins élevé que le dénominateur. 
Nous désignerons par m le ilegré du dénominateur, le nu- 
mérateur étant au plus du degré m — i . 


Cou des racines inégales. 


202. Supposons d'abord (}ue l’équation /'(j') = o n’ait 

pas de racines égalra. J'appelle a, b, r, b, k, les m 

racines de cette équation , et je j>ose 

Je remplace ^ par a -f- (x — a), et, regardant x — a comme 
un accroissement, je développé les deux polynômes F(x) 
et /', (x) suivant les puissances croissantes de x — a, 


F(x) = f(« -\-x — a) — F(a) -f- F'(a) — -j- 


Je divise le premier polynôme pan- le second, en ordon- 
nant le (piotient par rapjmrt aux puissances croissantes 

de X — U , le premier terme du quotient est 

jHille A ce jiremier terme ; en mulli|)liant le diviseur par A 
et retiancbant le produit du dividende, on a un reste qui 
ne contient jdus de terme constant; si l’on met x — a 
en facteur commun , ce reste peut être re[)résenté par 
(x — a) F,(x). Du dividende, qui est an plus du degré m — i, 
on retranche le produit \f, (x) qui est du degré tn — i , et l’on 
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met -T — a en facteur, le polynôme F,(j') est donc au plus 
(lu degré m — 2. J’arrête la division à ce premier terme; le 
dividende étant égal au produit du diviseur par le quotient, 
plus le reste , on a 

(1) F,Æ) = A/‘,(a;) + (j-— 

En divisant les deux membres par /’(j’) ou par (jt — a) f, (x), 
il vient 

_ A F^) • 

/•(x) x — a'^ 


Ainsi la fraction projwsée est égale à une première fraction 

A F (x) 

simple — , plus une fraction rationnelle ■■ ,*/ , de même 

forme que la première , mais d’un degré moins élevé. Le 
dénominateur (x) est en efl'et du degré m — i , le nu- 
mérateur F,(x) au plus du degré m — 2. Cette nouvelle 
fraction est d’ailleurs irréductible comme la proposée; car 
si les deux termes avaient un facteur binôme commun , ce 
ne pourrait être que l’un des facteurs de f,{x), par exemple 
X — b; ce facteur, divisant les deux parties qui composent 
le second membre de l’équation (1), diviserait leur somme 
F(x) , ce qui est impossible , puisqu’on a supposé qu’aucun 
des facteurs de f{x) ne divise F(.r). 

Les mêmes raisonnements s’appliquent à la fraction 

F.W 


fM) 


. Si l’on pose /,(x) = (x — b) f,{x), on aura 


F,(x) _ B F,(x)^ 
f,\x)~~ X— b f,[x)' 


la nouvelle fraction 




est aussi irréductible, son dé- 
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nominateur du degré m — % , son numérateur au plus du 
degré m — 3. 

De même 

/’i.r) X — c /;{x)’ 

en continuant de cette manière , on airivera enfin h une 
fraction du premier degré 

Fm-i(-r) _ K 

/"m-iî-r} ~ JT — k' 

Si l’on ajoute toutes ces égalités, les fractions intermé- 
diaires disjiaraissent , et l’on a 

F(*) ^ , _B_ _ K 

f[x) T — a X — h ”” ‘ X — k' 


Ainsi la fraction rationnelle est dicomposahle en une somme 
(le fractions siw]>lrs, aiiant respectirement pour dénomina- 
teurs les facteurs simples (jui composent le dénominateur de 
la fraction proposée et pour numérateurs des constantes. 

203. Je dis maintenant que la fraction proposée nest 
décomjiosafde qu’en un seul systèvte de fractions simples. 
Ou démontre , en efl'et , que deux systèmes de fractions 
simples 




B' 

7^' 


+ 


K 

x — k' 


+ 


K' 

x — k” 


égaux pour toutes les valeurs de x , sont identiques. Multi- 
plions par X — a, il vient 



20 
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Si l’on fait x = a , le premier membre se réduit à A , tandis 
que le second membre s’évanouit ; il faut donc que l’im des 
dénominateurs du second système soit égal kx — a ; sup- 
posons , par exemple , a' = a; alors on a 



et si l’on fait x = a, on en déduit A' = A. Ainsi la fraction 
A 

du premier, système fait partie du second. Suppri- 

CC d 

mons ces deux fractions égales , il reste deux systèmes 
égaux 


B 

X — 6 


+ 



= — + 
X — 6' ' 



On démontrerait de même que la fraction ^ du premier 

appartient au second , et ainsi de suite. Alors les deux sys- 
tèmes sont identiques. 

20â, Calcul des numérateurs. Nous avons trouvé 



Le premier numérateur A est la valeur de la fraction 

F(x) 



quand on y fait x = a. 

De même le second numérateur B est la valeur de la 
fraction 
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F(x) 



quand on y fait x = b, etc. 

On peut aussi calculer ces constantes au moyen de la 
dérivée de la fonction /"(x). Kii efl'et, nous avons posé 

/•(x) = (x — «}/;(x); 

si l'on prend les dérivées des deux membres, U vient 


r = /■.{ J’) + (^ — > 

et , en faisant x = a , 

/■’(«) = A(")- 


On en déduit 


On aura de même 


A = 




K — c — Yiîl 

m' ‘ fW" 

Ainsi les numérateurs des fractions simples sont les diverses 

F (x) 

valeurs que prend la (racliotx quand on y remplace 

successivement x par chacune des racines a, b, k de 

f équation f(x) = o. 


Exemples. 

1° Soit à décomposer la fraction 

F[x) ax’ 5x’ — 6 

/■(x) x* + ax* — X* — ax’ 
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Kn résolvant l’équation 


X* + 2X* X* 2X = O , 

on obtient les quatre racines simples o, i, — i, — 2 . Ainsi 
la fraction rationnelle se décomposera en quatre fractions 
simples de la forme 

F(x)^A B C D _ 

f{x) x'x — i'x4-i'x-|-a‘ 


Pour calculer les numérateurs , nous nous sen irons de la 
dérivée 

f\x) = 4x’ + 6x’ — ax — a , 

ce qui donne 


D 


F(o) 

. f» 


F(.) 


r(') 


_F(- 

«) 

n- 

•) 

_F(- 

2I 

n- 

2) 


-=3 
• a 


Nous avons donc 
ax’ -|- 5x* — 


X* 4" 


= ^4._ 

X X 


I 

3 

3 

a 


x+ 1 


+ 


2° Soit à décomposer la fraction 


x’ 4- « 

(x4- >)(x— i)(x — a)(x— 5)' 

La fraction proposée se décomposera de la manière soi- 
xante : 

x’4-1 . _ A B C D 

x4- ') (jf — ' ) (-r — a i l'.r — .3) x4-' ' x — 1 ' x — a x — 3' 


Digitized by Google 



CHAP. IX. ÜÉCUMP. ÜES FRACTIONS RATIONNELLES. 309 

Ou peut déterminer les constantes immédiatement et sans 
l’aide d’aucune formule par la méthode des coefjidenls 
indélerminés. Si l’on multiplie par le dénominateur, l’égalité 
précédente devient 

4- ' = A(x — i) (x — a) (a: — 3)4- 0(^ — a) (a: — 3) ' 

4- C(x4- 0 — ') — 3)4- D(x -1- i) (x — i)(x — a). 

Cette égalité doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de x. 
Faisons x successivement égal à chacune des racines sim- 
ples — 1 , 1 , a, 5, tous les ternies du second membre s’éva- 
nouissent, excepté un , et l’on a les relations 

a 3= — a4A , a = 4B , 5 = — 3C , i o = 8D, 

d’où l’on déduit les valeurs des constantes 



Coi des racines égales. 

205. Supposons que a* soit une racine de l’équation 
/■(x) =0 d’un ordre n de multiplicité. Nous poserons 

/•(x)=(x — o)Y,(x), 

et après avoir développé comme précédemment les deux 
polynômes F(x) et^,(x) suivant les puissances croissantes 
dex — fl. 

F(x) = F(« + X - fl) = F^fl) + F'(fl) -1- , 

f,{x) = /•, (fl 4- X — fl) =/*,(«) 4- /■/(«) -t- 

nous effectuerons la division du premier par le second , 
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ordonnant le quotient suivant les puissances croissantes de 
X — a et poussant l’opération jusqu’au terme du degré 
n — 1 ; représentons ce quotietit par 

A,+ A,(a; — a) + A,(j 5 — fl)* + A.^,(j — 

le reste de la division contenant à tous ses termes le facteur 
(x — a)" peut être mis sous la forme (x — a)"F,(x). On a 
ainsi 

F(x)=[A„+A,(x^) +A,_,(x-<i)-l/;(x) + (x-a)"F,(x). 

Le diviseur étant du degré m — n, et le quotient du degré 
n — I, le produit du diviseur par le, quotient est du degré 
m — 1 , et comme le dividende est au plus du degré m - i , 
la différence ou le reste de la division sera au plus du de- 
gré n» — i; puisqu’on a mis (r — a)" en facteur, il en 
résulte que le polynôme F, (x) est au plus du degré 
m — ri— ‘1. Il est évident, d’ailleurs, ([ue les deux polynômes 
/■, (x) et F, (x) sont premiers entre eux; car, s’ils avaient 
un facteur commiui , ce facteur diviserait f(x) et F (x) , ce 
qui est contraire à riiypothèse. Divisons maintenant par 
f(x) ou (x— a)" /',(x) les deux membres de l’égalité précé- 
dente , il vient 


EM 


+ : 


A. 


. An-, . F,(x) 

X — fl ' 


Ainsi le facteur multiple (x 
de n fractions simples, et nous avons encore à décomposer 
F (x) 

la fraction irréductible ' — 


a)" donne lieu à une série 


fM) 


-, dont le dénominateur est du 


degré m — n, le numérateur au plus du degré m — n — i. 

Supposons que l’équation /'(x)=o contienne une seconde 
racine b d’un degré p de multiplicité ; nous poserons 
— — é)'/’,(x), et nous aurons de même 
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F.W _ _ B. _B^ , F/t) 

/,(x) (x — hf (x — ' X — b 

S’il y a une troisième racine c d’ordre q, on aura encore 

W ^ Cq , c,; _ 

f,{x] (x — cj* ’’’ (x — cf-' X — c f,{x)' 

S'il n’y a pas d’autre racine multiple, le polynôme /‘,(x) 
ne contenant plus fjue des facteurs simples, on aura, d’après 
ce qui a été dit plus haut, 

y.(3^) _ D , , R 

/■j(x) X — d X — e X — k‘ 

En ajoutant toutes ces égalités, on trouve enfin 

F(^) I ^0 J ô, I 

f[x] (x — a)* (x — a)"-' X — « 

I B(, , , By_, 

T" (x - b f (x — b f-' X — 6 

^x — d '^x—k' 

A chaque racine multiple correspond un groupe de frac- 
tions simples. La première fraction de cliatiuc groupe 
existe nécessairement, mais les antres peuvent manquer; 
en effet, quand ou cflèctue la division des polynômes F(x) 
et fy{x) ordonnés comme nous l’avons <lit, les premiers 
termes F(a) et f^{a) ne sont pas nuis, et par conséquent le 
F* f V 

premier terme A„ = - du cpiotient n’est ni nul ni infini; 

mais parmi les termes sui\uints, quelques-uns peuvent avoir 
des coefficients nuis. 

206. Je dis maintenant que la fraction proposée n’est 
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dicomposable qu'm un seul syslème de Iraclioits simples. 
Soient 


A„ 


+ ^ 

> 1^ I..P < 


[x — a)' ^ (x — af-' ^ (x — bf ^ (x — bf-' ' " ’ ’ 


A'„ 


A'. 


B' 


B'. 


(x— «T (^— «T'"‘ (x—b'f~' ’ 


deux systèmes égaux entre eux , quelle que soit la valeur 
dex. Multiplions les deux expressions par (j — a)" et fai- 
sons x = a, la première se réduit à A„, tandis que la se- 
conde s’évanouit ; donc l’iin des dénominateurs du second 
système est égal à (x — a)", et l’on aura, par exemple, 
a' = a, n' = r». Mais aloi-s l’égalité devient 



et si l’on fait x=a, on en déduit A„ = A'„. Ainsi la pre- 
mière fraction du premier système se retrouve dans le se- 
cond, En supprimant ces deux fractions égales et recom- 
mençant le même raisonnement , on verrait (jue la seconde 
s’y trouve également , et ainsi de suite. Donc les deux sys- 
tèmes sont identiques. 


Exemple. 

207. Soit à décoinpo.ser la fraction rationnelle 

F;X) — 5 x -f- 2 

fix) X* — x"’ — x*-)-x*' 

Le dénominateur 

/(x) =x*(x — i)*(x -f- il 
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contenant un fadeur triple, un facteur double et un fac- 
teur simjile, la fraction proposée .se développera en frac- 
tions simples de la forme suivante 

F(J)_A, A A B„ B, C 

f(x) X* ' X* X (jr — I j’ ' jr — i x -j- i ’ 

Calculons les trois constantes qui se rapportent au fac- 
teur triple X. iNous ordonnons par rapport aux puissiuices 
croissantes de x, 

F;x)=:-j — üx -f 4a?’, 

f,{x] = {x — I l’j.r i)= I — X — j’-f x’, 

et nous elfectuons la division jusqu’A ce que nous arrivions 
au terme du second degré, en remarquant que dans ce 
calcul il est inutile d’écrire les termes d'un degré supérieur 
au second , ce qui abrège l’opération , 

2 — 5x I I — X — X* 

— .^X-1-2X’ 2 — 3x — X*. 

— x^ 


Puisque le quotient a été représenté par A„ -f- A,x -| A,x’, 
on a 



Calculons maintenant les coenicieuts qui se rapportent 
au facteur double x — i . On |)eut supposer que l’on com- 
mence la décomiiosition par ce facteur. Nous développerons 
jusqu’au premier degré en négligeant les termes suivants 

F(x)=F( 1 -t-x— I )=Fm )-f-F'( I )(x— 1 )-f- = 1 -f-7(x— 1 )-l- 

f^{x)=x*{x ^\- 1 )=x‘-[-x>=/’,( I 1 )(x— I )+...=3-i-7[x— 

et nous effectuerons la division 
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«+7(«— i) I a + 7(«— i) 


Ce quotient a été représenté par B, + — i) ; on a 

donc 




Quant au coefficient C qui se rapporte au facteur simple 
(a! + i), on l’obtient par la régie ordinaire 


F(-.) _ 5 5 

A-»)” -4“ 4' 

On a ainsi 


Lit 

4x’ — Sx 4" a a 3 *l‘•^|4 4 

x" — x' — a;’ x* x (x — i)* x — i x-l-i" 

208, On peut employer aussi la méthode des coefficients 
indéterminés. On a posé 


4x’ — 5x-[-a _Aq a, a B„ I P» I C 

X* — X* — x‘-j-x’ x''^x’ X (x — l)* ' X — l”^X-|-j" 


Si l’on chasse les dénominateurs, cette égalité de\ient 

4x’ — 5x4- a = A,x-j- A,x*) (x — i)*(x -}- i) 

+ [B, + B,(x — 1 )]x’;x 4- > ) 4- Gx’;x — i )‘. 

En donnant successivement à x les valeurs o, i , — i , 
on a 


a — Aq, I — aB^ , 3 — 4C , 
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Prenons les clf^rivées des deux membres de l’égalité pré- 
cédente, ce f[ui donne 

I xr’ — 5 =( A , + 2 A ,ar)( X — i 1 )+( A ^ i^+ A J — i ){x + 1 

+ B ,.r’(x + > ) -f [B(, B , [x — 1 ]] [3x’^x -f * )+ J;’] 

-f3Cj’*(x — — >)> 

et dans cette dernière égalité, faisons x = o et x = i, nous 
aurons 

— 5 = A, — A,, 7~2B, -j-^Bj, 

d’où 



Il ne reste plus que la constante A, à déterminer; pour 
cela nous prendrons encore une fois la dérivée et nous y 
ferons x = o. Il suflit d'écrire les termes qui ne contiennent 
pas le facteur x, 

24 x= 2 A,(x — i)‘(x+ i)+ 2 A,[a(x— i)(x-f i) + (x— i)’l 
+ Ai2(x+ i)-t-4(x— i)]-f 

Si l’on fait x = o, il vient 

o=aA, — aA, — aA, , 

d’où 

A, = — 1. 

Cas des racines imaginaires. 

209. La décomposition de la fraction rationnelle — 

est vraie d’une manière générale, quelles que soient les 
racines de l’équation ffx) = o, réelles ou imaginaires. Sup- 
posons que les deux polynémes qui composent la fraction 
proposée aient tous leurs coefficients réels; dans ce cas, si 
l’équation admet une racine imaginaire »-l- p\/— i, elle Ad- 
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mettra la racine conjuguée a — — i. a ces deux racines 

correspondent dans le dévelopircinent des fractions simples 
de la forme 


A + B y — I A — By^— I 

X — a — P y — i X — a -PP y/ — i 

les numérateurs de ces deux fractions sont des quantités 
imaginaires conjuguées ; car la seconde se déduit évidem- 
ment de la première par le changement du signe de y' — i . 
Si l’on veut éviter les imaginaires dans la décomposi- 
tion, il suffit d’ajouter ces deux fractions simples, ce qui 
donne 


A -f- B y/ — I ^ A — B y/ — i 

X — a — P y^ — i X — a -)- P y^ — i 


îi\(.r — a) — aUp 


Ainsi, à un couple de racines simples imaginaires con- 
juguées correspond une fraction réelle de la forme 

Mx-t-N 

+ + ' ■ 

ayant son dénominateur du second degré et son numérateur 
du premier degré. 

210. Nous avons supposé dans ce qui précède que les 
racines imaginaires conjuguées sont simples; .supjwsons 
maintenant qu’elles soient d’un degré n de multiplicité, et 
jiour abréger, représentons par x’-f-px-pq le produit 
— a)’ -PP* des deux facteurs binômes du premier degré. 
Nous allons démontrer que la partie qui , dans le dévelop- 
pement, correspond à ces deux racines imaginaires conju- 
guées d’ordre n, peut être ramenée à une somme de n frac- 
tions de la forme 
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M,x + N, M„,,ar+N„ _, 

+ {3:* l>x q'~'^ ' X* px q’ 

dont les numérateurs sont réels et du premier degré. 

Posons f{x) -j-px qJ'f^Çx). On peut disposer des 
deux constantes M„ et de manière que le polynôme 

(2) F(x)-(M„x + N,/,(^) 

soit divisible par -f- p-r -j- 7. 11 suflit pour cela que ce po- 
•lyuôine s’annule poura; = a -|^py — 1 etpour-r=:« — py — 1 ; 
si nous remplaçons r p.ir chacune de ces deax valeurs et 
si nous appelons — 1 etC±Dy — i les valeurs cor- 
respondantes des fonctions F (x) et f^(x ) , nous obtiendrons 
les deux relations 

U + B s/=T) - [m j« + pv/'=^) + N„1 (c + Dv/~) = O, 

(a _ B - [M„(a - P v'^TT) + N„1 (c - Dy/=:T) = 0 . 

On en déduit, en égalant séparément à zéro la partie réelle 
et la partie imaginaire, 

IpD — aC)M, ^ CN„ = — A , 

(PC + aD)M, + DN„ = B. 

Ces équations entre M„ et N„ sont du premier degré ; le 
dénominateur commun des inconnues p(C’-|-D’) n’est pas 
nul ; car si p était nulle, les racines ne seraient pas imagi- 
naires ; si C’ -[ D’ était nulle , le polynôme f^ (x) contien- 
drait encore le facteur aj’-f px-{-q. On trouve ainsi pour M, 
et des valeurs réelles finies et déterminées. 

Le jiolynôme ( 2 ) devenant de celte manière divisible par 
si l’on apjielle <f (x) le quotient entier, ou aura 

F(x) — (M,x -f N„)/;(x) = (x* -f- px -1- 7)<p(t) , 

d’où l’on déduit 
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. f('y) _ M.j’ + N, 

/•(x) (x* + /;x + y)" (x* + />x + gr'fM' 

On aurait de même 

ÿ(x) M,x + Ni ij/(x) 

(x’+/3x+y)’*-‘/;(x) ■" (x*+/.x-f-ÿn (x*+px+y)"^/’,(x)' 

et ainsi de suite. 

Exemples ; 

211. Décomposer la fraction 

F(x) _ x^ + 5 x"-}-5 

/■(x) X* -f x’ + ^’ + ■* ^ + • ) (•*^* 4" ' )’ 

On a deux racines réelles o et — i et deux racines inia- 
gin.aires +v' — • et — y — i. Si l’on ne veut pas de quan- 
tités imaginaires.dans le développement, ou écrira 

F(x) _ A lt_ C x 4- D 

f(X) X X -f > x’ 4* I ’ 

Pour calculer les numérateurs, on emploiera de préférence 
dans ce cas la méthode des coeflicients indéterminés. Si 
l’on multiplie par /"^x), l’égalité précédente devient 

x*-|- 5 = A(x 4- i) (x’-h i) -f Bxix’4- 1) 4-(f^^4-Djx(x4- i). 

Si l’on y fait successivement x = oetx= — i, ou trouve 
A=5, B = — a. 

Il reste à déterminer les deux constantes (1 et D qui cor- 
respondent aux racines imaginaires. On égalera les coefli- 
cients de X* et de x’ dans les deux membres de l’égalité, ce 
qui donne les relations 
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I — À -|- B -f- C , 
o = A +C + D; 

d’où l’on déduit 

C=— a, D= — 3. 

Ainsi 

5 a ax-f-S 

X* X* x' X X x+i + 

212. Décomposer la fraction 

J 

x(x*+i)‘’ 

On a une racine simple o et deux racines imaginaires con- 
juguées doubles ±v^ — I. La fraction se décomposera donc 
sous la forme suivante 


I 

XIX* -J- I j' 


A B,r -I- C B'x + G' 
X (x* -j- 1 j* ' x’ 4 " ' ' 


Si l’on chasse les dénominateurs , on a l'égalité 

I = A(x’ 4- 1 )* 4~ ( Bx 4- G)x -|- (B'x 4- G') x(x’ 4* ' '• 

Faisant x=: O, il vient A = i. Égalant ensuite dans les 
deux membres les coellicients des mêmes puissances de -r , 
ou obtient les relations 


A 4“ B ^ — O ^ G O J a A *+■ B 4- B — o ^ C. 4~ L’ — o \ 


d’où l’on déduit 

B' = — 1 , C' = o, B = — I, G = o. 


ün a ainsi 

I 

x(x* 4" * )* 


1 X X 

X (x’ 4" 0’ + ' 
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; APPENDICE. 

Note A. Résolution de detix .équations du second degré 
I a deux inconnues *. 

21.^. Soient 

(1) fix’ -\-hxy -\-cy* -\-dx ey f — o , 

(2) a’j-’ + h'xy + c'if + dx -f c’y -J- /" = o , 

deux équation.s du second degré A deux inconnues. Si après 
avoir nuilti])lié la première par (•', la seconde par c, on les 
retranche l’uiie <le l’autie, les termes en i/’ di.sparaissent, 
et l’on a une équation du premier degré en y, d’où l’on 
déduit une valeur de la forme 

ÿ = wx*4- 

qui substituée dans rune des deux érpiations proposées, 
conduit à une équation du quatrième degré en x. A clnv- 
cuni' des valeurs de x correspond une valeur de y; ainsi 
les deux équations pioposées admettent en général quatre 
systèmes de solutions. 

Mais on peut ramener la question à la résolution d’une 
équation du troisième degré, lin effet, si l’on ajoute les 
deux équations, après a^oir multiplié l’ une d’elles par une 
quantité arbitraire on obtient une troisième équation 

(3) (a + X«’jx’-t-(é + + 

qui peut remplacer l’une des deux équations proposées 
(b* |)artie de l’algèbre, n° t>7). Or on peut disposer de l’in- 
déterminéc ^ de manière que cette nouvelle équation se dé- 
compose en deux équations du premier degré. 


C) CelUî (|(ipstii>n f»il p.irlie dn proRrammo de gétini(<1rif nti-ilytique. 
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neprésentons jimir abréger l’équation (3) par 

Ax’ + b.ry t <-!/’ + + % + F = ". 

et, après l’avoir onlonnée de cette manière, 

Cy‘ + (Bx + Eiy + ( Ax* + Dx + F) = o , 

résolvons-la par rapport à y. Il vient 

Br 4 F 1 

y= — — — 4A(i!X*-f-3iBE— 2 CL))x-f-E* — 4CF. 

Le polynèine placé sous le radical sera un carré parfait â 
la condition 

(ti) (BE — aCI);* — (B* — 4AC) (E*— /,CF) = o 
est remplie. Mais alors l’équation résolue devient 


Bx + E ^ y B»-4AC 
aC aC 


BE— aCD\ 
B* — 4AC/ 


Pt se décompose, comme on le voit, en deux équations du 
premier degré. On substituera l’une de ces deux valeurs 
de i/ dans rime des équations proposées, par exenqile dans 
l’équation (I), ce qui donnera une équation du second de- 
gré à une seule inconnue .r; on en déduira deux valeurs 
de X, et par suite deux valeurs correspondantes de y. On 
substituera de même l’autre valeur de y, ce qui donnera 
une nouvelle équation du second degré en x, d’où l’on dé- 
duira deux autres solutions. On aura ainsi les quatre solu- 
tions des deux équations proposées. 

La relation (A), simpllliée et divisée par s’écrit 


(6) AE*4-CD’ — BDE-f-(B> — 4AC)F = o; 

si l’on remplace les lettres A, B, par leurs valeurs 

O 4- >a', on arrive à une équation du troi- 

sième degré en X. Il sullira de calculer l’nne des racines de 
cette équation avec une certaine approximation. 

21 
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On pourrait aussi calculer deux des racines de l’équation 
en À. Substituant chacune d’elles dans l’équation (5), on au- 
rait deux groupes d'équations du premier degré à deux in- 
connues que l’on combinerait deux à deux; ces quatre com- 
binaisons donneraient les quatre solutions des équations 
proposées. 

214. La question algébrique que nous venons de traiter re- 
vient à la recherche des points d'intersectiondesdeux courbes 
du second ilegré re])résenlées par les équations (1 ) et (2). 
Quand ou a déterminé X, comme nous l’avons dit, l’équation 
(5) représente deux sécantes communes aux deux courbes. Il 
y a plusieurs cas à considérer ; l“Si l’équation du troisième 
degré eu X a ses tiois racines réelles, et si pour deux de ces 
racines la quantité 15* — est positive, ces deux racines 
donneront deux couples d’é({iiations du premier degré à 
coellicients réels, d’où l’on déduira <|uatre solutions réelles; 
les deux courbes du second degré se coupent eu (juatre 
points et admettent en elTet trois couples de sécantes réelles 
communes. La troisième racine remlra aussi positive la 
quantité 15* — 4^1'- 

2° Si l’équation du troisième degré n’a qu’une racine 
réelle, ou si, l’éfpiation ayant ses trois racines réelles , une 
seule rend positive la rpiantité 15*- 4 AL, les deux courbes 
du second degré admettent une couple de sécantes réelles 
communes; dans ce cas, elles se coupent en deux points 
ou ne se rencontrent pas ; les deux équations proposées au- 
ront, ou deux solutions réelles et deux imaginaires, ou 
quatre solutions imaginaires. 

Exemples. 

1° Soient les deux équations 

a;* -b I/*— 10 = 0, 

xy — y I = 0 . 
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L’équation du troisième degré 

X’ -j- j)X’ — 4X — 40 = o', 

k laquelle on arrive, a ses trois racines réelles et comprises, 
l’une entre 2 et 5, l’autre entre — 2 et — 5, la troisième 
entre — 8 et — 9 ; d'ailleurs la quantité B’ — 4 ^C = X* 4 
est ici positive pour cijacnne d’elles. Donc les équations 
proposées atl mettent quatre solutions réelles que l’ou cal- 
culera par l’un des deux procéilés indiqués. 

2* On résoudra les deux é(|uations 

j’ + ÿ’ — 2 ,r = o, 

2jr»/ — I — O , 

à l’aide de l’équation du troisième degré 
X* — X — I = « , 

qui n’a qu’une racine réelle; cette racine est positive. Les 

deux équations du premier degré y = ( — X±: jxiyX , 

\ 

qui cori-espondent à cette racine réelle , donnent deux sé- 
cantes communes réelles. En sui>stituant ces deux valeurs 
de y dans la seconde des é(juations projiosées , on obtient 
les deux équations du second degré 

/ — X ± rt v'Xx = n. 

\ . vV ' 

La condition de réalité des racines est y X* <± 2 . Cette 

condition n’est pas remplie si l’on prend le signe inférieur. 

Elle l’est, au contiaire, si l’on prend le signe supérieur ; 

$ 

car, dans ce cas, la condition se réduit à X < y 4. et si 

3 — 

l’on substitue ce nombre \ 4 dans 1 équation en X, on a un 
» “ 

résultat 5 — y 4 évidemment positil , ce qui prouve que la 

a — 

valeur de ^ est plus petite que y 4* résulte de là qu’une 
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seule des (leux sécantes rencontre la courbe, et par suite 
(pie les deux équations proposées ont deux solutions réelles 
et deux imaginaires. 

3° La résolution des deux équations 

(T* + y* — ax = O , 
xy—/i = o, 

est ramenée à celle de l’équation du troisième degré 

— 4X — I = O 

(pii a ses trois racines réelles, une positive et deux néga- 
tives. La première seule rend positive la (piantité 


B’ — /iAC = X* — 4 = i, 

et donne deux équations du premier degré à coefficients réels 
IJ — ( dr — ± a Jï.. 

V " n'V 

Ces valeurs de y, substituées dans la seconde des équa- 
tions proposées , conduisent aux deux équations du second 
degré 

( ± ± a i/Xx — 4 = 0 . 

V " 

La condition de réalité des' racines est v^À’<± 2 . 11 est 
évident que cette condition n’est pas remplie si l’on prend 
le signe inférieur. Elle ne l’est pas non plus si l'on prend 
le signe supérieur ; car, dans ce cas , la condition se ré- 
duitàX<y'/,, et si l’on substitue cette valeur y 4 dans 
l’é([uation en X, on a un résidât négatif 3 — 4 y 4, ce qui 
prouve (pie la valeur posiliie de X est plus grande (|ue 
y 4- Des deux sécantes communes réelles . aucune ne ren- 
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contre les courbes. Ainsi les deux équations proposées ad- 
mettent quatre racines imaginaires. 

4° Soient les deux équations 

^y—y'—x = o, 
y* — X* — 1=0. 

Si , dans la seconde , on substitue la valeur 



tirée de la première , on arrive imiqédiatement à une équa- 
tion du troisième degré 

qui a une racine réelle et deux imaginaires. A la valeur 
réelle de y correspond une valeur réelle de x. Ainsi les 
deux équations proposées n’admettent que trois solutions , 
une réelle et deux imaginaires. 

Les deux courbes représentées par les équations pro- 
posées sont des hyperboles telles qu’une asymptote de l’une 
est parallèle à une asymptote de l’autre ; ce qui indique que 
l’un des points d’intersection s’est éloigné à l’infini. 

215. Dans certains cas, la résolution de deux équations 
du second degré à deux inconnues se ramène à une équa- 
tion du second degré ou à une équation bicarrée. 

Si les deux courbes sont semblables et semblablement 
placées , ce qui a lieu lorsque les coefficients des termes 
du second degré dans les deux équations sont proportion- 
nels , on peut éliminer tous les termes du second degié en 
retranchant l’une des équations de l’autre, après l’avoir 
multipliée par un facteur convenable. On remplace ainsi 
l’une des équations proposées par une équation du premier 
degré ; l’élimination de y donne une équation du second 
degré en x. 
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Lorsqu’un même diamètre divise en deux parties égales les 
cordes parallèles dans les deux courbes, si, par une transfor- 
mation de coordonnées, on rapporte les courbes à ce dia- 
mètre commun pris pour axe des r et h une parallèle aux 
cordes pour axe des y, les deux équations ne contiendront 
plus l’inconnue ;/ qu’à la seconde puissance ; l’élimination 
de y* donnera une équation du second degré en x. 

Si ces deux courbes sont des hyperboles ayant une 
asjTnptote commune , en les rapportant à cette asymptote 
prise pour axe des .r et à une droite quelconque pour axe 
des y , on a des équations dans lesquelles le terme en xy 
contient seul la lettre r ; en éliminant ce tenue , on obtient 
une équation du second degré en y. 

Lorsque les deux courbes ont même centre , si on les 
rapporte à ce centre commun pris pour origine des coor- 
données , les deux équations ne contenant plus de termes 
du premier degré , l’élimination de y donnera une équation 
bicarrée en x. 

Si les deux courbes ont un foyer commun et qu’on le 
prenne pour origine , les deux équations se mettront sous 
la forme 

+ y’ = («J? + + <■)’, 

a;’ -t- y’ = (a'x -b éy' -f c’)’. 

On en déduit 

«X 4- éy -f- c = ± (a'x -j- ê'y -j- c'), 

ou 

(a ±1 a'jx -b (ê è')y -b c ± c' = o. 

On a ainsi deux érpiations du jmemier degré que l’on com- 
binera avec l’une des équations proposées. 

21(5. La méthode que nous venons d’exposer permet de 
ramener la résolution de l’équation du quatrième degré 

X* -b ox* ~b éx’ -b ex -b </ = O 
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à celle d’une équation du troisième degré. Si l’on pose en 
effet 

V = ic*, 

l’équation s’écrit 

a.ry -f- Inj -f- cj -f- rf = o. 

et l’on a à résoudre deux équations du secoml degré à 
deux inconnues , question qui se ramène , comme nous 
l’avons vu , à la résolution d’une équation du troisième 
degré en X. 

Note B. U&age de la règle à calcul. 

217 . La règle à calcul est un petit instrument commode 
et portatif, qui remplace les tables de logarithmes, lors- 
qu’on n’a pas besoin d’une grande exactitude. 

Elle se compose de deux parties, une règle fixe, et une 
rêglelle mobile qui glisse h frottement doux dans une rai- 
nure pratiquée au milieu de la règle. Elle est ordinairement 
en bois et a s.ï centimètres de longueur. 

■ Sur la face principale de la règle sont marquées deux sé- 
ries de divisions inégales. Considérons spécialement la ligne 
supérieure; en allant de gauche è droite, on lit d’almrd les 
nombres i, 2, .î, /), â, ti, 7, 8, 9, 10; les distances comp- 
tées à partir du point 1, qui est au commencement, sont 
proportionnelles aux logarithmes des nombres. Ainsi la di- 
stance de 1 à 2 re|)résente le logarithme de s, celle de 1 à 5 
le logarithme de 5 , et ainsi do suite ; la ilistance de 1 à 1 o 
représente le logarithme de 10 , qui est un. Cette distance , 
(|ui occupe la moitié de la règle, a donc été prise pour unité 
de longueur. 

I.’inten alle entre deux nombres consécutifs est divisé en 
dix parties correspondantes aux dixième-s. l’ar exemple, l’in- 
terxalle entre 6 et 7 est divisé en dix parties par des traits 
plus petits, au-dessus desquels il faut supposer les cliiffres 
i, 2, 3 , 4 i 5 » 6» 7 > 8, 9 dixièmes. Ainsi la distance de l’ori- 
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gine 1 de la règle à la première division qui suil le nombre 
6 représente le logarithme de 6, i; celle qui aboutit à la di- 
vision suivante représente le logaritlnne de 6,2 et ainsi de 
suite. On a de celte façon les logarithmes de tous les nom- 
bres compris entre 1 et 10, de dixièmes en dixièmes. 

On remarque que de i à 2 chaque intervalle de dixième 
est subdivisé en cinq parties, dont chacune correspond à 
deux centièmes. Ainsi la distance de l’origine à la première 
petite division représente le logaritlnne de 0,02; la distanœ 
à la division suivante , celui de o,o/| ; et ainsi de suite jus- 
qu’à 1. On a de cette manière les logarithmes des nombres 
fractionnaires compris entre 1 et 2 , de deux centièmes en 
deux centièmes. 

Entre 2 et 5, 5 et 4 , 4 et .5 , l’intervalle correspondant à 
chaque dixième est divisé seulement en deux parties , dont 
chacune correspond à un demi-dixième ou à cinq centiè- 
mes. Ainsi la distance de l’origine 1 à la première petite 
division qui vient après 2 représente le logarithme de 2,o5; 
on a ensuite le logarithme de 2,10, celui de 2,1 etc. 

Au delà de .5, c’est-à-dire de 5 à 10, les intervalles de 
dixièmes n’ont pas été subdivisés. Cependant il est facile 
d’opérer cette subdivision à l'œil approximativement. 

Au delà de 10, on lit sur la règle les nombres 20, ôo, 40, 

5o, 60, 70, 80, 90, 100. Cette seconde moitié, qui va de 10 
à 100, est exactement pareille à la première moitié (pii va 
de I à 10. Car le logarithme de 20, par exemple, étant égal - 
au logarithme de 10 , plus le logarithme de 2, on a porté 
sur la règle, à partir de 10, le logarithme de 2, ce (pii 
donne le logarithme de 20. On a donc dans cette seconde 
moitié les logarithmes des nombres considérés précédem- 
ment, multipliés par 10. 

L’intervalle entre deux dizaines consécutives est divisé en 
dix parties qui correspondent aux unités. Ainsi, entre 60 et 
70, on lira 61, 62, 63, 04, 65, 66, 67, 68, 69. 
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Entre i o et ao , châtie intervalle (riiiirlé est subdivisé ou 
cinq parties, dont chacune correspond ii deux dixièmes. 
Entre ao et 5o, chaque intervalle d’unité est subdivisé seu- 
lement en deux parties, dont chacune correspond à une 
demi-unité ou à cinq dixièmes. 

La réglette porte à sa partie supérieure une ligne de di- 
visions qui est la reproduction exacte des divisions de la 
règle; de sorte que , sF l’on l'ait coïncider le i île la réglette 
avec celui de la règle , tonies les divisions de la réglette 
co'ïncideronl avec celles de la règle. 

Je vais expliquer maintenant comment on se sert de cet 
instrument pour ell’ectuer les multiplications et les divi- 
sions. 

.VuUiplicalion. 

218. Voici la manière d'opérer. 

Après avoir placé ta virgule dans les deux fadeurs, de 
manière que chacun d'eux ait un seul rhiffre signifient if à sa 
partie entière, lisez sur la règle le multiplicande ; amenez 
en regard l'origine i de la réglette; lisez ensuite sur la ré- 
glette le multiplicateur et regardez sur la règle le nombre 
correspondant ; mus aurez le produit demandé. 

Quelques exemples feront bien comprendre ce procédé. 

1° Multiplier 3 jiar a. Lisez 5 sur la règle et faites glisser 
la réglette dans la coulisse , de manière à amener le i de la 
réglette sous le nombre 5 ; li.sez ensuite a sur la réglette * 
en regard est écrit sur la règle le nombre G qui est le pro- 
duit demandé. Et en ell'et , en opérant de cette manière, au 
logarithme de 3 on ajoute le logarithme de a. 

2“ Multiplier 8 par h. Lisez 8 sur la règle et amenez sous 
ce nombre le i de la réglette , puis lisez 5 sur la réglette ; 
en regard sur la règle est écrit le produit demandé, 4o. 

3“ Multiplier 7 par 6. Lisez 7 sur la règle et sous ce nom- 
bre amenez le 1 de la réglette ; puis lisez 6 sur la réglette , 
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et regardez sur la règle le nombre correspondant ; vous 
trouvez 42. 

h° Multiplier 46 par 3 . Cliorcliez le produit de 4,6 par 3 . 
Lisez sur la l'ègle 4 , 0 ; amenez sous cette division le i de la 
réglette ; lisez 3 sur la réglette, et reg.arde^ sur la règle le 
noud)re correspondant ; vous trouvez 1 3 , 8 . Le produit de- 
maiKlé est 1 53 . 

5 “ Multiplier 27 par 20. Cherchez le produit de 2,7 par 
2,5. Lisez 2,7 sur la règle ; amenez sous cette division le 1 
de la réglette ; lisez 2 , .5 sur la réglette, et regardez sur la 
règle le nombre correspondant ; la division 2,5 de la ré- 
glette ne tombe pas exactement sous une division do la règle, 
mais entre les deux divisions 6,7 et 6,8 et au milieu deTin- 
tervalle ; vous avez donc 0,73, ce rpii donne pour le produit 
demandé G75. 

.Multiplier 18 par 32. Cherchez le produit de 1.8 par 
3,2. Lisez 1 ,8 .sur la règle ; amenez soits cette division le 1 
de la réglette ; lisez 3,2 sur la réglette et regardez le nombre 
corre.spondant sur la règle. La division 3,2 de la réglette 
tombe entre les deux divisions 5,7 et 5,8 de la règle , pas 
tout à l'ait au milieu, mais un peu plus])rès de 5,8 f|ue de 
5,7; divisant k vue l’intervalle en dix parties égales, on 
prendra 5. 76 ce qui donne 57b pour le produit demandé. 11 
pourrait rester tpielque incertitude sur le dernier chiiïre ; 
mais on sait d’avance que ce dernier chiffre est G, puisque 
2 fois 8 font 1 6. 

7" Multiplier 40 par 54. Cherchez le produit de 4,0 par 
5,4. Lisez 4,8 sur la règle : amenez sous cette division le 1 
de la réglette; lisez 5,4 sur la réglette et regardez le nombre 
correspondant sur la règle. La division 5,4 de la réglette 
tombe entre 25,5 et 2G sur la règle; l’intervalle vaut ici cin(j 
dixièmes ; divisant à vue cet intervalle en cimj parties éga- 
les, on prendra o,4, ce qui fait 25, y et 25yo pour le pro- 
duit demandé, puisqu’il faut multiplier par 100. La règle 
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à calcul ne donne que les trois premiers cliiffres du produit 
qui est exactement a.'iqa ; ainsi l’erreur relative est moin- 
dre qne^oVo- 

8“ Multiplier .5, fié par 2,75. Le nombre 5,6ô n’est pas 
manpié sur la ri''glc ; on imaj^inera l’inteiTalle de 5,6 ii 5 , y 
divi.sé en dix parties, et l’on amènera le 1 de la réglette à 
peu près au tiers de l’inlervalle. On lira ensuite 2,70 sur la 
réglette; le trait correspondant tombe entre 1 5,4 et i5,6, 
à |)eu près au milieu de l’intervalle ; comme l’intervalle vaut 
ici 0,2 dixièmes, on prendra 0,1, ce qui fait i5,5 pour le 
produit demandé ; le i)roduit exact est 1 5,482 5. L’erreur ab- 
solue est ici moindre que 0,02, et p.ar consé(juent l’erreur 
relative est moindre fjue 

9“ Multiplier 65,8 par 0,0.557. Ohercliez le produit rie 
6, .58 par 5,57. Lisez 6,58 sur la règle, en divisant à vue, 
l’intervalle de 6,5 6,4 en dix parties, et amenez en re- 

gard le 1 de la réglette; lisez ensuite 5,57 sur la réglette, 
en divisant de la même manière à vue Lintei'valle de 5,5 .5 
5,4 en dix parties, et regardez sur la règle le nombre qui 
correspond au point de la réglette où vous supposez placé 
5,57. C’est <5 peu près 5,4^. Le produit demandé est donc 
0,545, à un millième près. . ’ ‘ 

10° Multiplier 162,84 par 25,674. Cherchez le produit de 
1,628 par 2,57 ; vous trouverez à peu près 5,86. Le produit 
demandé est donc 586o avec trois chiffres exacts. 

11 faut avoir soin, comme nous l’avons dit, de placer tou- 
jours la virgule après le premier chilTre significatif dans Içs 
deux facteurs du produit. 

219. REM.vnQUK. Il est bon de se rendre compte de l’ap- 
proximation dcrinstrurneni. On estime que l'erreur relative 
ne dépasse pas 

Examinons en effet avec quelle approximation on peut lire 
un nombre sur la règle ou sur la réglette. 

Entre i et 2, chaque intervalle vaut 0,02. Vers 1, les in- 
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tervalles tilaiit assez grands, l’œil parvient aisément avec 
l’habitude à les diviser en dix parties valant chacune 0,002, 
de manière à ne pas commettre une erreur plus grande que 
deux de ces parties; ce qui fait une erreur moindre que o,oo4, 
ou que Vers 2, les intervalles étant à peu près moitié 
des précédents, on peut commettre une erreur absolue deux 
fois plus grande, mais l’erreur relative reste la même. 

Division. 

' 220 . Voici la marche à suivre : 

Après avoir placé les virgules de manière que le diviseur 
nait qu un chilfre significalif à sa partie entière, et que le 
dividende en ait un ou deux de manière à être plus grand 
que le diviseur, on amène le point qin sur la réglette cor- 
respond au diviseur sous le point qui sur la règle correspond 
au dividende ; et on lit ensuite sur la règle le nombre qui se 
trouve en regard de l’origine 1 de la réglette. 

1 ° Diviser 6 par 2. Amenez le 2 de la réglette sous le 6 de 
la règle ; |)uis lisez sur la règle le nombre qui se trouve en 
regard de l’origine 1 de la réglette ; vous obtenez ainsi le 
quotient 3 . Kt en effet, du logarithme de 0 compté sur la 
règle on a retranché le logarithme de 2 compté sur la 
réglette. 

2 “ Diviser 4 o par 8. Amenez le 8 de la réglette sous le 4 o 
de la règle, et lisez sur la règle le nombre qui se trouve en 
regard de l’origine 1 de la réglette ; vous obtenez le quo- 
tient 5 . 

3 ° Diviser i 58 par 4 <>. H faudra diviser i 5 , 8 par 4 ,b. Ame- 
nez la division 4, b de la réglette sous la division i 5,8 de la 
règle; en regard de 1, vous trouvez le ([uotient 5 . 

4 ° Diviser 745 par .V2. On divisera 74 , .3 par 5,2. Pour cela 
on amènera la division 3,2 delà réglette, au-dessous du point 
qui sur 1 a règle correspond à 74,5, et en regard de 1 on lira 
sur la règle le quotient approché 23 , 3 . 
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On aurait pu diviser 7,45 par 3, 2. 

6“ Diviser o,a5486 par 18,5*7. divisera 26,486 par 
1 ,8.^27. Sous le point de la règle qui correspond à 2 5,48 (ce 
point est tout près de la division 25,5) on amènera le point 
de la réglette qui correspond à 1 ,853, et on lira sur la règle 
le nombre qui se trouve en regard de 1 . C’est à peu près 
13,75 ; le quotient demandé est 0,01375, mais on n’est pas 
sûr du dernier cliifl’re. 

221. Remarque. On peut aussi, au moyen de la règle, ef- 
fectuer à la fois, par une simple lecture, une multiplication 
et une division, et par conséquent multiplier tout d’un coup 
un nombre par le rapport de deux nombres donnés. 

1“ Multiplier i5 par |. Amenez le 6 de la réglette sous le 
1 • de la règle ; lisez ensuite 8 sur la réglette ; en regard sur 
la règle, vous trouverez le nombre cherché 20 . Car en opé- 
rant ainsi, du logarithme de i5 on retranche le logarithme 
de 6, et on ajoute celui de 8 . 

2° Multiplier 1 3 par Amenez le nombre 47 lu sur la ré- 
glette sous le nombre i5 lu sur la règle ; liiez ensuite 28 sur 
la réglette et regardez sur la règle le nombre correspon- 
dant ; vous trouverez à peu ]>rès 7 , 74 . 

3° Calculer On calculera la quantité 

46,3 

9,54 x^^ dix fois plus grande que la précédente. Ame- 
4,65 

nant 4,65 sous 9,54 et Usant sur la règle le nombre qui se 
trouve en' regard de 8,7.5, on trouve à peu près 18,04, Le 
nombre cherché est donc 1 ,8o4- Mais on ne peut pas comp- 
ter sur l’exactitude du dernier chiffre. 

Carrés et racines carrées. 

222. Sur la face de la règle sont marquées deux série# 
de divisions. Jusqu’à présent nous ne nous sommes servis 
que de la ligne supérieure, l.es divisions de la ligne infé- 
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rieure sont deux fois plus grandes que celles de la ligne 
supérieure; les longueurs, étant doublées sur la ligne in- 
i'érieui'e, représentent ainsi les lugarillunes des carrés des 
nombres. Par exemple, la distance de i à a sur la ligne in- 
férieme, étant deux fols plus grande que celle de i à a sur 
la ligne supérieure, représente le logaiitlime du carré deji, 
c'est-à-dire de l^. De même la distance de i à 5 sur la ligne 
niférieure représente le logaiitlime du carré de 5, etaiusi 
de suite. La ligue entière représente le lugai'itbme du cané 
de lo, c’est-à-dire de loo. 

L’intervalle entre deax nombres consécutifs est divisé eu 
dix parties qui correspondent aux dixièmes, l’ar exemple , 
l’intervalle entre 4 et â est divisé en dix parties qui corres- 
pondent aax dixièmes, et chacune de ces parties a été sub- 
divisée eu deux parties jilus pi-tites dont chacune corres- 
pond à cinq centièmes. Ivutre a et 5 , ou eiiUe â et 4 , chacune 
des [Kirties a été sulxli visée en cinq, valant chacmie deux 
centièmes. Lutre i et a , chacune des parties a été subdi- 
visée eu dix parties valant chacune un centième. 

La réglette porte aussi deux séries de divisions. Mais la 
ligne inféiieure est la reproduction exacte de la ligne su- 
périeure. 

Si l’on amène l'origine i de la réglette en coïncidence 
avec celle de la règle, la ligne inférieure de la réglette don- 
nera les logarithmes tlos nombres, la ligne inférieure de la 
règle les logarithmes de leurs cariés ; en regaril l’un de 
l’autre se trouveront donc, écrits sur ces deux lignes, un 
nombre et son carré, l’ar exemple, en regard du nombre à 
écrit sur la ligne iiiférieure «le la règle , on lit sur 1a réglette 
le carré -.«.j; car la distance de i à â, sur la ligne inférieure 
de la règle, représente le logarithme du carré de 5 ; mais on 
voit sur la réglette que cette longueur est le logarithme 
de ou en conclut cpie ‘/.h est le carré de 5. .Vinsi, en 
regard des nombres écrits sur la ligne inférieure de la règle 
se trouvent leurs carrés sur la réglette. 
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2*23. Il eût facile de couipreiidre maintenant la inanièn> 
de procéder. Pour trouver le carré d’uti nombre, a{)rès avoir 
place la vinjule dans ce nombre de manière qu'il nail qu'un 
chiU're a sa partie entière, et acoir amené t’oriqine de la ré- 
glette en ebinridenre arec celle de ta règle, lisez sur la ligue 
inférieure de la règle, le nombre donné et regardez sur la ré- 
glette le nombre correspondnni, vous aurez le carré demandé, 

1° On demande, par exenijile , le carré de 6,5. Lisez 6,3 
sur la ligne iid'érieure de la règle; en regard sur la réglette 
vous trouverez son cîirré 4u,5 à un di.\ièine piès. 

2“ Trouver le cairé de i«,7. On cherchera le carré de 
i,‘Z7. Lisez 1,27 sur la règle; en regard sur la réglette vous 
trouvez son carré 1,61 5. 1.0 c:u ré demandé est donc 161, 5. 
Mais on ne peut pa.s compter sur le dernier chillVe. 

3" Trouver le cane de o,43a. (iheiThez celui de 4iê‘z- 
Kn i-egard du nombre 4>52 lu sur la ligne inl'érieiut; de la 
règle, vous tnmverez sur la régletfe son carré i8,65. Le 
carré demandé est donc o, 1 865. 

224. Le même procédé s’applique à l’extraction de la 
racine carrée. Pour trouver la rarine rurrée d'un nombre 
(tonné, après avoir déplacé la virgule d'un nombre pair de 
rangs, de nutniére que le nombre ait un ou deux rkiffres à 
sa partie entière, et amené l'origine de la réglette en cbinci- 
dence avec celle de la règle, lisez sur la réglette le nombre 
donné et regardez sur la ligne inférieure de la règle le lannbre 
correspondant , vous aurez la racine demandi e, Kn (>fl’et, 
puisque le nombre inscrit sur la réglette est le carré du 
nombre correspondant sur la ligne inférieure de la règle, 
récijnoquement ce dernier nombre est la racine carrée du 
premier, 

1" Extraire la racine carrée de 34,5. Lisez 54,5 sur la 
réglette et regardez quel est le iionibi e exuTespondant sur la 
ligne inférieure de la règle , vous trouverez la racine cher- 
chée 3,87. 


Digitized by Google 



LEÇONS h’ALGtliRE. 


33fi 


2 “ Extraire la racine carix^c de 7, 48 - Lisez 7,48 sur la 
réglette et cliercliez le iioinbre corresj)ondant sur la règle, 
vous trouverez 2,75. 

3 ” Extraire la racine carrée de 748. Déplaçant la virgule 
de (leux rangs vers la gauche, cherchez la racine de 7,48 
(|ui est 2,7.0. Pour revenir du nonihre 7,48 au nombre pro- 
posé 748 , il faut nmltijdier p.ar 1 00 ; il faudra donc mul- 
tiplier la racine par 10, ce (pii donne 27,0. 

h° Extraire la racine carnie de o, 345 . Déplaçant la vir- 
gule de deux rangs vers la droite , vous chercherez la racine 
de 54, 5 , qui est ,5,87. 11 faut ensuite diviser par 10, ce qui 
donne o,.587. 

5’ Calculer x= v8,7X4>5. Sous 8,7 lu sur la ligne 
supérieure de la règle, amenez l’origine 1 de la réglette; 
lisez 4,ô sur la réglette et regardez le nombre correspondant 
sur la ligne inférieure de la règle, vous aurez x = 6,26. 

(P Calculer x= ^'87 x .4,5. Si l'on amenait l’origine 1 
de la réglette sous 87 , le nombre 4,>’> lu sur la réglette sor- 
tirait de la règle ; on évite cet inconvénient en divisant le 
produit par 1 00 ; pour cela on amène sous 87 l’extrémité 1 00 
(le la réglette ; puis on lit 4i& .sur la réglette et on cherche 
le nombre correspondant sur la ligne inféricui'c de la règle ; 
c’est 1,985. 11 f.iut multiplier par 10; donc x= 19,8.5. 

7 ° Calculer x = ^®os 53,7 amenez 8,6 lu sur . 


la réglette , puis regardez sin- la ligne inférieure de la règle 
le nonrbie fpti correspond à l’origine r de la réglette, vous 
trouverez x = 2,5o. 


8“ Calculer x 


= vA"’-. s 
V 8,6 


Sous .5,37 amerrez 8,6; mais 

comme l’origine t de la réglette .sort de la régie, multi- 
pli(?z le quotient par 100, et par consérpient lisez sur la 
ligne inférieitre de la règle le nombre qui cmtespond à 
l’extrémité mode la réglette , voits trouverez 7,90. Il faut 


diviser ce résultat par 10: donc ,t = 0.7^0. 
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Cubes et racines cubiques. 

225. Pour former le cube d’un nombre dont la partie en- 
tière ne contient quiin chiffre .ûfjuipcatif, lisez ce nombre 
sur la litjne inférieure de la règle et amenez en regard l'une 
des deux extrémités de la réglette. Lisez ensuite ce môme 
nombre sur la réglette et regardez le nombre correspondant 
sur la ligne .supérieure de la règle , vous aurez le cube 
cherché. 

Pour trouver le cube de o , on lira 3 sur la ligne inférieure 
de la règle, et on amènera en regard l'origine i de la ré- 
glette ; ou lira ensuite 5 sur la réglette, et on cliercliera le 
nombre correspondant 27 sur la ligne supérieure de la 
règle ; 27 est le cube de 3 ; car, en opérant ainsi, au loga- 
ritlinie tlu carré de 5, on a ajouté 1e logarithme de 3, ce 
qui donne le logarithme du cube de 3. Soit encore à for- 
mer le cube de 6. Si l’on amenait l’origine i de la réglette 
en regard du nombre 6 lu sur la ligne inférieure de la règle, 
le nombre 6 lu sur la réglette sortiiait de la règle. Pour 
éviter cet inconvénient, on divisera le cube par 100, en 
amenant en regard du nombre 6 l’autre extrémité de la ré- 
glette, qui est marquée 100; lisant ensuite 6 sur la réglette, 
on trouve 2,16, ce qui fait 216. 

22(1. On peut modifier ce proiN^dé de manière à le rendre 
applicable à l’extraction des racines cubiques. Otons la ré- 
glette, puis remettons-la dans la coulisse après l’avoir re- 
tournée de manière que l’extrémité de droite vienne à 
gauche , et réciproquement : les numéros paraîtront ren- 
versés , mids on les lira cependant facilement. Si l’on veut 
former le cube de 3 , on amènera en coïnc’idence les deux 
divisions marquées 3 sur la ligne inférieure de la règle et 
sur la réglette^ puis on lira le nombre qui , sur la ligne 
supérieure de la règle , correspond à l’extrémité 1 de la ré- 
glette ; c'est 27, le cube de 3. En opérant ainsi, au loga- 
rithme du carré de 3 on a encore ajouté le logarithme de 5. 

M * 
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Poui’ trouver le cube de 6 , on amènera en coïncidence 
les deux divisions manjuées 6 sur la réglette et siu: la ligne 
inférieure de la règle ; comme l’extrémité i de la réglette 
dépasse la règle , on divisera par i oo et on lira le nombre 
qui, sur la ligne supérieure de la règle, correspond à l’ex- 
trémité gauche loo de la réglette. 

Proposons-nous de former le cube de 8,4. On amènera 
en coïncidence les deux divisions 8,4 de la réglette et de 
la ligne inférieure de la règle , et on lira sur la ligne supé- 
rieure de la règle le nombre qui correspond à l’extrémité 
100 de la réglette, c’est 5,93. Le cube demandé est Sqâ. 

Soit encore à former le cube de 2,55. Opérant de la même 
manière, on trouve 12,98. ' 

227 . Le procédé que nous venons d’indiquer donne im- 
médiatement les racines cubiques. Le nombre ayant été 
préalablement multiplié ou divisé par une puissance de 
1000, de manière qu’il ait un , deux ou trois chiffres à sa 
partie entière, et la réglette étant retournée comme nous 
l’avons dit , on lira le nombre sur la ligne supérieure de la 
règle; et l’on amènera en regard l’extrémité droite 1 delà 
réglette ; puis on cherchera .sur la ligne inférieure de la 
règle et sur la réglette quelles sont les divisions correspon- 
dantes qui coïncident. 

On dem.ande, par exemple , la racine cubique de 27. On 
lira 27 sur la ligne supérieure de la règle, et l’on amènera 
sous ce nombre l’extrémité 1 de la réglette; regardant en- 
suite les lignes inférieures, on verra que les divisions de 
même noui 3 coïncident. On en conclut que 3 est la racine 
cubique de 27. Ceci résulte de ce que noua avons dit précé- 
demment. 

Soit encore à trouver la racine cubique de 216. Ce 
nombre étant plus grand que 1 00 ne se trouve pas sur la 
règle ; divisant par 100, on lira 2,16 sur la ligne supérieure 
de la règle , et ou amènera sous ce nombre l’extrémité 100 
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de la réglette ; l’extrémité i de la réglette sort de la règle 
et occupe une position telle que , si la règle était prolongée 
vers la droite , elle se trouverait précisément au-dessous du 
nombre 2 1 6. On cherchera sur les lignes inférieures les di- 
visions de même nom qui coïncident ; ce sont les divisions 
6. Donc 6 est la racine cubique de 2 1 6 . 

Proposons-nous maintenant d’extraire la racine cubique 
de 78. On amènera l’extrémité 1 de la réglette sous le 
nombre 78 lu sur la ligne supérieure de la règle ; puis on 
cherchera sur les lignes inférieures quelles sont les divisions 
de même nom qui coïncident. Cette détermination offre 
quelque difficulté ; on procédera de la manière suivante : 
Parcourant des yeux la réglette de droite à gauche et la 
ligne inférieure de la règle de gauche à droite , on voit que 
le nombre 2 de la réglette est à droite du nombre 2 de la 
règle; que de môme 3 est encore à droite de 3, 4 è droite 
de 4 > mais que le 5 de la réglette est à gauche du S de la 
règle. On en conclut que la coïncidence ou le croisement a 
lieu entre 4 et 5 , et par conséquent que 4 est le premier 
chiffre de la racine cherchée. On parcourra ensuite de la 
même manière l’intervalle de 4 à 5 de dixièmes en dixièmes ; 
le premier dixième après 4 sur la réglette est à droite de 
la division correspondante sur la règle; le second dixième 
est encore à droite du second dixième ; mais le troisième 
passe à gauche du troisième dixième. Ainsi le croisement a 
lieu entre le second et le troisième dixième. On en conclut 
que 2 est le second chiffre de la racine , c’est-à-dire (jue 
cette racine est comprise entre 4,2 et 4,3. Pour évaluer la 
fraction, on remarque que la division 4 , ‘‘<3 de la réglette 
est encore à droite de la division correspondante sur la 
règle ; la racine est donc comprise dans l’intervalle de 4,25 
à 4,3o. En examinant cet intervalle sur les deux lignes, on 
voit que la coïncidence a lieu à peu près au milieu de l’inter- 
valle ; on prendra donc 4,» 7 pour la racine cherchée. 
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Pour dernier exemple, cherchons encore la racine cu- 
bique de 645 o. Divisant ce nombre par i ooo , on cherchera 
la racine cubique de 6 , 45 . Amenons l’extrémité i de la ré- 
glette sous le nombre 6 , 45 , et cherchons les coïncidences 
sur les lignes inférieures , comme nous l'avons expliqué. 
Le 1 de la réglette étant à droite de i , et a à gauche de a , 
la racine est comprise entre i et a. En parcourant cet inter- 
valle, on voit que la division i,<S do la réglette est encore 
h droite de la division i,8 de la régie, mais que 1,9 est à 
gauche de i,g; la racine est donc comprise entre 1,8 et 
1,9. Suivons maintenant les subdivisions de cet intervalle : 
la division i,86 de la réglette est encore à droite de la di- 
vision 1 ,86 de la régie ; mais 1 ,88 est à gauche ; la racine 
est donc comprise entre 1 ,86 et 1 ,88. Fractionnant à vue 
d’œil cette division en deux parties sur la réglette , on 
voit que 1 ,87 est ti gauche de 1 ,87 ; donc la racine est com- 
prise entre i,S6 et 1,87. flstimant a])proximat.ivement le 
point de coïncidence, on prendra 1 ,86«. H faut multiplier 
par 10, ce qui donne 18,62 pour la racine cherchée. 

La régie h calcul peut encore senir à effectuer des calculs 
trigonomélriques, tels que des résolutions de triangles. On 
emploie pour cela la face inférieure de la réglette, que l’on 
retourne sens dessus dessous. 


FIN. 


rtris.— Imprimé par E. Thcîwt «t C% 46 , roe lUcuie, près dt TOdéon. 
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